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RESUMEN

Este trabajo explora el desarrollo y crecimiento tumoral desde una perspectiva
matematica. Se discute el desequilibrio celular que lleva a la carcinogénesis y se
examinan los enfoques terapéuticos actuales para combatir el cancer. Se describen
diversos modelos matematicos para estudiar el crecimiento tumoral, incluidos el modelo
de crecimiento exponencial, el modelo logistico, el modelo de crecimiento generalizado
o el modelo de Gompertz, entre otros. Ademas, se aborda el andlisis cualitativo de estos
modelos parat — oo, examinando aspectos como la estabilidad, positividad, o los puntos
criticos. También se exploran las estrategias para el tratamiento de tumores so6lidos como
la quimioterapia y la radiobiologia, centrandose en el modelo lineal-cuadratico. Estos
modelos permiten una comprension mas profunda de la dinamica tumoral y la respuesta
a diferentes tratamientos, proporcionando una herramienta valiosa para mejorar la
eficacia de las terapias contra el cancer.

Palabras clave: cancer, crecimiento tumoral, modelos matematicos, terapia,
radiobiologia.



ABSTRACT.

This work explores tumor development and growth from a mathematical perspective. It
discusses the cellular imbalance leading to carcinogenesis and examines current
therapeutic approaches to combat cancer. Various mathematical models are applied to
study tumor growth, including the exponential growth model, the logistic model, the
generalized growth model, and the Gompertz model. Additionally, the qualitative analysis
of these models for ¢ — oo is addressed, examining aspects such as stability, positivity,
and critical points. Strategies for the treatment of solid tumors, such as chemotherapy and
radiobiology, are also explored, with a focus on the linear-quadratic model. These models
provide a deeper understanding of tumor dynamics and the response to different
treatments, offering a valuable tool to improve the effectiveness of cancer therapies.

Keywords: cancer, tumor growth, mathematical models, therapy, radiobiology.
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Capitulo 1: Introduccion

1.1. Desequilibrio Celular y Desarrollo Tumoral

El equilibrio entre la proliferacion celular y la apoptosis es esencial para mantener la
estabilidad interna del cuerpo, conocida como homeostasis. Cuando este equilibrio se
ve alterado, algunas células pueden multiplicarse de manera descontrolada, dando
lugar a la formacion de tumores. Este proceso, llamado carcinogénesis, es el resultado
de diversas alteraciones genéticas y epigenéticas que conducen a la transformacion
maligna de las células. En etapas avanzadas, estas células tumorales pueden
diseminarse a través del torrente sanguineo o el sistema linfatico, lo que se conoce

como metastasis.
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Figura 1.1: Proceso de carcinogénesis.

Elinicio de la carcinogénesis generalmente esta asociado con cambios en la secuencia

o la estructura del ADN, que afectan a genes responsables de regular la proliferacion
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y muerte celular, como los protooncogenes y los genes supresores de tumores. Este

proceso es complejo y gradual, con acumulaciéon de mutaciones y modificaciones

epigenéticas a lo largo del tiempo. En algunos casos, las células alteradas no solo

presentan una desregulacion en la muerte celular, sino que también pueden desarrollar

resistencia a sefales apoptdticas.

Comprender los mecanismos implicados en la carcinogénesis y la resistencia a la

apoptosis es crucial no solo para la prevencion, sino también para el desarrollo de

tratamientos efectivos contra el cancer.

1.2.  Enfoques Terapéuticos para Combatir el Cancer:

Estrategias y Abordajes

El abordaje terapéutico del cancer comprende una variedad de estrategias

adaptadas al tipo de cancer y su etapa de desarrollo. Entre las opciones disponibles se

encuentran:

Terapias Dirigidas: Estas terapias utilizan firmacos u otras sustancias que
interfieren con moléculas especificas (dianas moleculares) involucradas en
la progresion, propagacion y crecimiento del cancer.

Quimioterapia: Emplea medicamentos para combatir el cancer y tratar
otros problemas asociados con la enfermedad.

Radioterapia: Se basa en el uso de radiacion en dosis elevadas para
erradicar el cancer, prevenir recaidas o frenar su crecimiento.

Cirugia: Se centra en la extirpacion del tumor, la reduccion de su tamafio
o la mitigacion de los sintomas relacionados.

Inmunoterapia: Esta modalidad terapéutica estimula el sistema
inmunologico del paciente para que reconozca y ataque las células
cancerosas.

Terapias Combinadas: En algunos casos, se combinan varias modalidades

terapéuticas para aumentar su eficacia y reducir los efectos secundarios.



Figura 1.2: Radiografia torax de paciente con tumor primario de pulmon.

1.3 Caracteristicas diferenciales del cancer y su

evaluacion clinica

Es importante destacar que algunos tipos de céncer, como aquellos de origen
sanguineo, pueden manifestarse sin la formacion de tumores, y no todos los tumores
son malignos o cancerosos. Se distinguen tumores benignos, que se desarrollan a un

ritmo lento y no se diseminan ni infiltran los tejidos circundantes.

El personal médico debe determinar si el cancer ha progresado y en qué medida desde
su origen, mediante la clasificacion de sus etapas. Para ello, se emplea el sistema de
clasificacion TNM (Tumor Node Metastasis), que evalua la extension del cancer en

términos de tamano del tumor, afectacion ganglionar y presencia de metastasis.

La tasa de supervivencia esta estrechamente relacionada con el estadio del cancer: a
menor estadio, mayor pronostico de vida para el paciente. Es importante sefialar que
los pacientes en estadios avanzados experimentan un deterioro significativo en su

calidad de vida, tanto fisica como psicologicamente.

La deteccion temprana de tumores en personas asintomaticas, gracias a técnicas de

screening o cribado, conduce a tratamientos mas efectivos y resultados a largo plazo



mas favorables. Es esencial realizar una serie de pruebas diagnodsticas, que pueden
incluir anamnesis, exploracion fisica, andlisis de laboratorio, imagenes médicas y

biopsias, para confirmar el diagnostico de cancer con certeza.

Existen diferentes tipos de cancer, definidos por el tejido u 6rgano donde se originan,

como se muestra en la tabla a continuacion:

TIPOS DE CANCER CARACTERISTICAS

Sarcoma Se origina a partir del tejido conectivo.
Los sarcomas oOseos son los mas

comunes.

Carcinoma Se origina a partir de células epiteliales.
Representa mas del 80% de todos los

canceres.

Leucemia Su origen se encuentra en la médula
6sea. Puede causar anemia y alteraciones

de la coagulacion.

Linfoma Se extiende a partir del tejido linfatico,

presente en ganglios y drganos linfaticos.

Cuadro 1.3: Tipos de cancer y sus caracteristicas.

1.4. Letalidad

El término letalidad alude al numero de defunciones registradas en una poblacion

especifica. Generalmente se expresa como la cantidad de fallecimientos por cada afio.



A escala global, el cancer continua siendo una de las principales causas de letalidad en el
mundo, con aproximadamente 9,7 millones de decesos atribuidos a tumores en el afio

2022, segun datos de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS).

Los tipos de cancer que provocaron mas muertes a nivel mundial fueron el cancer de
pulmon (18,4% del total de fallecimientos por cancer), el cancer colorrectal (9,2%) y el

cancer de higado (8,2%).

Referencia a definiciones: Homeostasis, Apoptosis, metdstasis, técnica de screening o cribado,

anamnesis, biopsia.

1.5. ;{Que¢ es un modelo matematico? Modelos basicos.

Un modelo matematico es una representacion simplificada de un sistema real o fendémeno
utilizando conceptos y herramientas matematicas. Estos modelos son utilizados en
diversas disciplinas, desde la fisica y la biologia hasta la economia y la ingenieria, para

comprender, analizar y predecir el comportamiento de sistemas complejos.

La construccion de un modelo matematico implica varios pasos. En primer lugar, se
identifican las variables importantes que describen el sistema o fendémeno en estudio.
Estas variables pueden ser cantidades fisicas, como la temperatura o la presion, o
caracteristicas abstractas, como el nivel de satisfaccion de un cliente o la tasa de

crecimiento de una poblacion.

Una vez identificadas las variables, se establecen relaciones entre ellas utilizando
ecuaciones matematicas. Estas ecuaciones pueden ser simples o complejas, dependiendo
de la naturaleza del sistema y de los aspectos que se deseen modelar con mayor precision.
Por ejemplo, en un modelo de crecimiento poblacional, se pueden utilizar ecuaciones

diferenciales para describir como cambia el tamafio de la poblacién con el tiempo.
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Es importante destacar que un modelo matematico siempre implica cierto grado de
simplificacion y abstraccion. Los sistemas reales suelen ser demasiado complejos para
ser modelados con precision absoluta, por lo que los modelos matematicos se construyen
con el objetivo de capturar las caracteristicas mas importantes del sistema sin considerar

todos los detalles.

Una vez construido el modelo, se pueden realizar analisis y simulaciones para obtener
informacion sobre el comportamiento del sistema bajo diferentes condiciones. Esto puede
implicar resolver las ecuaciones matematicas asociadas al modelo o utilizar técnicas

computacionales para simular su comportamiento.

1.6. Aplicacion en el contexto del cancer.

En el contexto de la lucha contra el cancer, los modelos matematicos son utilizados para
entender la dindmica del desarrollo y progresion de la enfermedad en un paciente, asi
como para evaluar diferentes estrategias terapéuticas y su efectividad. Estos modelos
pueden variar en complejidad y enfoque, pero todos buscan proporcionar una

representacion Util y significativa del sistema bioldgico subyacente.

Por ejemplo, algunos modelos matematicos de crecimiento tumoral pueden comenzar con
supuestos simples, como el crecimiento exponencial del numero total de células
cancerosas. A partir de esta base, se pueden desarrollar modelos mas sofisticados que
tienen en cuenta factores adicionales, como la difusién y proliferacion de células
cancerosas en un tumor, o incluso la competencia entre diferentes especies celulares

(células sanas y cancerosas).

Estos modelos pueden expresarse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o
ecuaciones en derivadas parciales, dependiendo de la naturaleza del sistema y de los
aspectos que se deseen modelar con mayor precision. Ademas, en algunos casos, se
utilizan modelos discretos, como autdématas celulares, para representar el crecimiento

tumoral en un contexto espaciotemporal discreto.
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Capitulo 2. Conceptos matematicos.

2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.1.1. Definicion y forma general

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion que involucra una funcion
desconocida y(t) y sus derivadas respecto a una variable independiente t. Estas
ecuaciones son fundamentales en la modelizacion matematica de una amplia gama de
fendmenos fisicos, bioldgicos, quimicos, econdmicos e ingenieriles que involucran tasas

de cambio o variacion en el tiempo. [10].
Tiene la forma general:

dy
E_f(try)

Donde y es la funcidon desconocida de t, y f(¢t,y) es una funcion conocida que define la

relacion entre t, y, y su derivada.
Donde

e y(t) es la funcion desconocida que queremos encontrar.

d .
. d—i’ representa la derivada de y con respecto a t hasta el orden n.

Su resolucion es fundamental para comprender y predecir el comportamiento de sistemas

dindmicos en la naturaleza y en el mundo artificial.

2.1.2. Solucién de una Ecuacidon Diferencial Ordinaria (EDO) de

Primer Orden:

La solucion general de una EDO de primer orden es una familia de funciones que satisface

la ecuacion diferencial. Puede ser obtenida mediante métodos como:
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e Me¢étodo de Integracion Directa: Utilizado cuando la EDO es directamente
integrable.

e Me¢étodos Numéricos: Como el método de Euler, Runge-Kutta y métodos de
diferencias finitas, son utiles cuando no se pueden encontrar soluciones analiticas

o para resolver EDOs complejas.

2.1.3. Problema de valores iniciales (PVI): Teorema de Existencia

y Unicidad.

El problema de valores iniciales (PVI) es un tipo especifico de problema asociado con
una EDO de primer orden. Consiste en encontrar la solucion particular que satisface la

ecuacion diferencial y una condicion inicial dada. Se denota como: [11]

dy _ _
a@ f(&y), y(to) = ¥o

Donde ¢, es el valor inicial de la variable independiente, e y, es el valor inicial de la

funcion desconocida en ese punto.

Teorema de Picard-Lindelof:

Consideramos el PVI

L=fty), (o) =

. ] . ,
Si fy é son continuas en el rectangulo D: = [ty —a,ty + a] X [yo —b,y, + b],
entonces existe una unica solucion del PVI definida en (al menos) un entorno de t,. La
solucion puede hallarse por el método de las aproximaciones sucesivas de Picard. Este

método consiste en formar una sucesion de funciones {y, (t)},»o definidas por

Yo(®) =yo,  ¥u(t) =0 +f f(s,yno1(8))dt, n=12, ...
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Si se cumplen las hipdtesis del teorema, se puede probar que la sucesion {y_n (x)},so
converge a la solucion del PVI en el intervalo (t, — h,t + h) C (t, — a,ty + a) donde

_ b
h=m1n(a,—) y M=

o max |f(t, »)I

(

Observaciones:

e Lacontinuidad de f(t,y) y de g—i en un entorno de (¢, y,) garantiza la existencia

de al menos una solucion del problema de valor inicial (PVI), pero no asegura su
unicidad.

e El teorema establece las condiciones suficientes para la existencia de una unica
solucion para el PVI. Sin embargo, estas condiciones no son necesarias; es decir,
un PVI podria tener una solucion tnica incluso si la funcion f(t,y) no cumple
alguna o ninguna de las condiciones requeridas en el punto (tg, y).

e Aunque el teorema asegura la existencia de una solucion local para el PVI, no
proporciona informacion sobre el dominio completo en el cual esta solucion es
valida.

El intervalo [ty — h,ty + h] del teorema de Picard-Lindelof en general no es
optimo, sin embargo, se puede demostrar que la solucion estd definida en (t, —

a,ty+B),cona,f € (0,+), que se llama intervalo maximal.

2.1.4 Ecuaciones diferenciales autbnomas escalares.

En general, no se pueden encontrar soluciones explicitas para EDOs de primer orden. Sin

embargo, en este apartado veremos como, para la clase particular de ecuaciones de la
dx . [ . .
forma prli f(x), podemos entender las soluciones "cualitativamente", incluso si no

podemos (o no queremos) escribir sus soluciones explicitamente.

Esto significa que en lugar de escribir x(t) = algo, describimos como se comportan las

soluciones, por ejemplo, "cualquier solucion que comience con x(0) entre cero y uno

14



tiendeax = 1cuandot — " o0"el punto x = —1 es estable". Existe una forma muy
simple de representar toda esta informacidn sobre las soluciones de manera grafica, y el
método esencialmente se reduce a esbozar el grafico de la funciéon f (de hecho, solo
necesitamos saber donde f es positiva y negativa). Sin embargo, los resultados

cualitativos que obtendremos son completamente rigurosos.

Las siguientes subversiones se basan en la parte 1 del capitulo 7 de: Robinson, James

Cooper. An Introduction to Ordinary Differential Equations. Cambridge University Press.

[1]

2.1.4.1 El enfoque cualitativo

La observacion clave es que el resultado de existencia y unicidad del Teorema nos dice
. ./ dx . :
que, siempre que f sea una solucion de s f (x), estd completamente determinada por

su valor en cualquier tiempo t. La ecuacion en si se puede utilizar para determinar si x (t)

estd aumentando o disminuyendo, dependiendo del signo de f.

La forma mas facil de pensar en este tipo de ecuacion es imaginar que x(t) representa la
posicion de una particula moviéndose en una linea en el tiempo t. Entonces podemos
hablar de la "velocidad de la particula" en lugar de la mas engorrosa "tasa de cambio de

n

X"

Sea lo que sea que la ecuacion realmente represente, podemos usar la idea de la particula
mientras la resolvemos, y luego reinterpretar nuestros resultados para la aplicacion

original cuando hayamos terminado.

Para entender como se comportan las soluciones, primero encontramos todos los valores
de x en los que la particula no se mueve; esto ocurre en los puntos x* donde f(x*) = 0.
Como suele ser el caso con las ideas fundamentales, tales puntos tienen muchos nombres;

los llamaremos puntos estacionarios.
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En regiones donde f(x) > 0, la solucion x(t) estd aumentando, por lo que la particula
se mueve hacia la derecha; de manera similar, donde f(x) < 0, la solucion x(t) esta
disminuyendo, y la particula se mueve hacia la izquierda. Observamos que la particula no
puede revertir la direccidon en la que se mueve; si lo hiciera, en algin momento t* tendria
que estar instantdneamente en reposo, de modo que x'(t*) = f(x(t*)) = 0. Pero

entonces x(t*) seria un punto estacionario, y la particula no podria moverse.

La forma mas simple de presentar toda esta informacion es dibujar una linea
representando la coordenada x. Los puntos estacionarios suelen indicarse con una cruz
(%); luego dibujamos flechas en la linea que indican la direccion en la que x(t) esta
cambiando: si f(x) > 0, entonces la particula se movera hacia la derecha y si f(x) < 0,
entonces la particula se movera hacia la izquierda. Si esbozamos el grafico de f, entonces
es facil ver las regiones en las que f es positiva y negativa. Se muestra un ejemplo en la

Figura 2.1.

b \_/ﬂ/ b 4

Figura 2.1: Un esbozo de la funcion f en funcion de x, y el diagrama de fase para la ecuacion x = fx.
En el diagrama de fase, los puntos estacionarios se representan como cruces y las flechas indican si la

solucion estd aumentando o disminuyendo.

La imagen de la linea, con los puntos estacionarios y la direccion de viaje de la solucion
indicada, se conoce como el "diagrama de fase" o "retrato de fase", que se muestra en la
Figura 2.2. (La Figura 2.1 tiene dos componentes; el diagrama de fase y el esbozo de f
que facilita el dibujo). Con este tipo de imagen, podemos comprender el comportamiento
cualitativo de las soluciones de un vistazo, incluso cuando no podemos escribir las

soluciones explicitamente.
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Figura 2.2: Diagrama de fases de la figura 2.1

2.1.4.2. Estabilidad e inestabilidad

Al observar el diagrama de fase del ejemplo anterior, podemos ver que algunos puntos
estacionarios son "atractivos" (las soluciones cercanas se acercan), mientras que algunos
parecen ser "repelentes" (las soluciones cercanas se alejan). Estas ideas se pueden hacer

matematicamente precisas y son extremadamente importantes en aplicaciones.

Un punto estacionario x* es estable si cuando comienzas lo suficientemente cerca de €l,
te mantienes cerca de él. Mas precisamente, un punto estacionario x* es estable si, dado

cualquier x, > 0, existe un x, > 0 tal que
lxg — x| < & - |x(t) — x*| < d paratodot —» 0 (2.1)

Si empiezas suficientemente cerca Te mantienes cerca.

Los puntos estacionarios en el ejemplo anterior tienen la propiedad mas fuerte de ser
atractivos, lo que significa que, si comienzas lo suficientemente cerca, realmente tiendes

al punto estacionario: existe un § > 0 tal que
lxg — x| < & - x(t) » x*cuandot —» oo (2.2)

Si empiezas suficientemente cerca Si tiendes a.

En sistemas unidimensionales, los puntos atractivos son estables, pero esto no es cierto
en general. Por otro lado, un ejemplo con muchos puntos estacionarios estables que no
son atractivos es

dx -x x<0

— =30 0<x<1
1—x x> 1.
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Aqui, todos los puntos en el intervalo [0, 1] son puntos estacionarios, y todos son estables.
Sin embargo, ninguno de ellos es atractivo, ya que hay puntos cercanos que no se acercan

mas. El diagrama de fase se muestra en la Figura 2.3.

LB E

LEF b

1 0.5 a a5 1 1.5 2

Figura 2.3: La linea gruesa consiste enteramente en puntos estacionarios, todos los cuales son

estables, pero ninguno de los cuales es atractivo.

Un punto estacionario x* es inestable si no es estable; esto significa que no importa qué
tan cerca de x, comiences, siempre te alejards alguna distancia estacionaria €: existe un

€ > 0 tal que sin importar qué x, > 0 tomes, hay un punto con |xq — x*| < x( pero
|x(t) — x*| > € paraalgint > 0.

Los puntos estacionarios de la Figura 2.2 estan etiquetados segiin su estabilidad o

inestabilidad en la Figura 2.4.

B 4 S <
S U U S

Figura 2.4: El diagrama de fase de la Figura 2.2, pero con los puntos estacionarios etiquetados segun

su tipo de estabilidad, S para estable y U para inestable.
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Figura 2.5. La estabilidad o inestabilidad de un punto estacionario X* se puede determinar a partir del

valor de f'(X* ) siempre que f'(x* ) # 0.Sif'(X*) < 0, entonces el punto estacionario es estable, y

si f'(x*) > 0, entonces el punto estacionario es inestable.

2.1.4.3 Condiciones analiticas para la estabilidad y la inestabilidad

Hay condiciones muy simples sobre la derivada de f que nos permitiran saber si un punto

estacionario x*es estable o inestable sin tener que esbozar el grafico de f.

Si el grafico de f cerca de x* se ve como se muestra en el lado izquierdo de la Figura 2.5,
es decir, si f'(x*) < 0, entonces el punto serd estable, mientras que, si el grafico de f se

ve como en el lado derecho, es decir, si f'(x*) > 0, entonces el punto sera inestable.

Solo cuando f'(x*) = 0 hay alguna ambigiiedad; hay cuatro posibilidades,
representadas en la Figura 2.6. Los casos de la esquina superior derecha y la esquina
inferior izquierda a veces se llaman "semiestables", ya que el punto estacionario es estable

"en un lado" e inestable en el otro.
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\V

. E)

Estable Inestable/Semiestable
i S i < S [
- Fa) - o F) L
Inestable/Semiestable Instable

Figura 2.6. Posibilidades de esatbilidad cuando f(x* ) =0

2.1.4.4 Estabilidad estructural

Observamos que si f'(x*) # 0 entonces al hacer pequefios cambios en la funcion f no

tendra un efecto significativo en el grafico de f cerca de x™.

Sin embargo, si f'(x*) = 0, entonces podemos hacer pequefios cambios en f(x) y
afectar drasticamente la "imagen" cerca de x*. Por ejemplo, en el caso superior derecho
de la Figura 2.6, aumentamos f (x) por cualquier constante ¢ > 0 significara que ya no

tenemos un punto estacionario.

2.2. Sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SDO) de dimension 2 consiste en
un conjunto de dos ecuaciones diferenciales ordinarias que involucran dos funciones

desconocidas y sus derivadas. Generalmente, tiene la forma:
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dx

Ez f(x,y,t)
dy
E_ g(x,y,t)

donde x(t) e y(t) son las funciones desconocidas, t es la variable independiente, y
f(x,y,t)y g(x,y,t) son funciones conocidas que definen las tasas de cambio de x e y

respecto at.

La solucion de un SDO de dimension 2 implica encontrar las funciones x(t) e y(t) que
satisfacen simultdneamente ambas ecuaciones diferenciales del sistema, junto con las

condiciones iniciales apropiadas si es un problema de valores iniciales. [12].

2.2.1. Bases para los Criterios de Estabilidad en Sistemas

Dinamicos No Lineales

En este apartado, estudiaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas autonomas, con un enfoque particular en la determinacion de la estabilidad de
los puntos estacionarios. Este analisis es fundamental para comprender como surgen los

criterios de estabilidad en sistemas dinamicos no lineales. [Cap 32, [1]]

Identificacion v busqueda de Puntos Estacionarios

Comenzamos identificando los puntos estacionarios, que son los puntos en los cuales las
derivadas temporales son cero. Para un sistema de ecuaciones diferenciales autbnomo

dado por:

dx _

Fri f(x,y)
dy

i gx,y)
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Los puntos estacionarios (x*,y*) satisfacen f(x*,y*) = 0y g(x*,¥*)) = 0. Estos
puntos son cruciales ya que representan posibles estados de equilibrio del sistema. Para

encontrar estos puntos estacionarios, necesitamos resolver las siguientes ecuaciones:
fG&hy) =0
gty =0

Una vez que hemos encontrado los puntos estacionarios (x*,y*), el siguiente paso es
determinar la estabilidad de estos puntos mediante la linealizacion del sistema alrededor

de ellos. Para hacer esto, suponemos que x(t) esta cerca de un punto estacionario

x*=(x",y") y escribimos:

. dx d§
x(t) =x +f(t)—>a—a
\ dy dn
y(t) =x +n(t)—>dt—dt

Donde &(t) y n(t) son pequenos. Luego, diferenciamos estas ecuaciones con respecto al
tiempo para obtener:
Bo=Z=fay = f&+ 6y + 0
e O=—Z=fy)=f"+ &y +n
dn dy
—(t) = — = . = * , *
e O="2=9Cy)=g&+ &y +n)

Ahora, usamos la expresion de Taylor de f y g alrededor de (x*, y™). La expansion de
Taylor de una funcion f de dos variables esta dada por:
of af 102 0% f 10%f

_ 9] °) - 2 —Z 2 ...
f(x+§,y+n)_f+ax€+ayn+zaxzf +6x6y€n+26y2n +

d o
Donde é = f, etc. Luego, podemos escribir:

d§ R ) AP af . .,
E—f(x,y)+a(x,y)f+@(x,y)n+-~

an **+09H+69**+
i x5 y%) ax(x,y)f ay(x,y)n
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En cuya expresion, € se ha pasado dividiendo y, por lo tanto, se elimina el € de las
derivadas de orden 1 que aparecen en la ecuacion de arriba, pero a continuacion en las de
orden 2 volvera a aparecer ya que se elimina con un £2de las derivadas de orden 2, y asi

sucesivamente

Dado que x*e y* son constantes, podemos reorganizar estas ecuaciones en forma

matricial;

g\ [of of
dr | _|9x o9y (f)
an|=|ag ag |\
dt dx Jdy

Esta ecuacion es conocida como la linealizacion del sistema alrededor del punto
estacionario (x*,y*). Mediante este proceso, aproximamos el sistema no lineal original

por un sistema lineal cerca del punto estacionario para analizar su estabilidad.

Analisis de Estabilidad en Puntos Estacionarios

La estabilidad de los puntos estacionarios se determina analizando la estabilidad lineal
alrededor de estos puntos. Para ello, evaluamos la matriz jacobiana del sistema en el punto

estacionario (x*,y"):

of of
. dx 0
&Y = g0 oy

0x 0yl

Los autovalores de esta matriz proporcionan informacion sobre la estabilidad local del
sistema en el punto estacionario. Si todos los autovalores tienen partes reales negativas,
el punto estacionario es estable. Si al menos un autovalor tiene parte real positiva, el punto
estacionario es inestable. Ademas, la estabilidad se puede clasificar segun la multiplicidad

y la parte imaginaria de los autovalores.
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. dx . .
Cuando se enfrenta a un sistema de la forma -~ = Ax, donde A es una matriz, primero

debe calcular los valores propios (autovalores) de la matriz A y, si son reales, calcular los

vectores propios (autovectores). Con esta informacion, se puede dibujar el retrato de fase.

Autovalores reales distintos:

Sid; < A, < 0, se obtiene un nodo estable: todas las trayectorias se acercan al origen,

tangentes al autovector correspondiente a A,.

Sid; > 4, > 0, seobtiene un nodo inestable: todas las trayectorias se alejan del origen,

tangentes al autovector correspondiente a A,.

Si 44 < 0 < A,, se obtiene un punto silla: las tnicas trayectorias que se acercan al
origen son las que comienzan en el autovector "estable", mientras que todas las demas

trayectorias se alejan.
Autovalores complejos conjugados (p £ iw):
Sip < 0, se obtiene una espiral estable: todas las trayectorias espiralean hacia el origen.

Si p > 0, se obtiene una espiral inestable: todas las trayectorias espiralean desde el

origen.

Si p = 0, es decir, A = tiw, se obtiene un centro: las trayectorias son cerradas y

tenemos una familia de orbitas periddicas.
Autovalor real repetido:

Si la matriz es un multiplo de la identidad, tenemos una estrella estable o inestable

dependiendo del signo del autovalor (A < 0 da estabilidad).

Si la matriz no es un multiplo de la identidad, obtenemos el retrato de fase en forma de S

de un nodo impropio, cuya estabilidad depende del signo de A (estable para 4 < 0).
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Relacidn con los Criterios de Estabilidad

Los criterios de estabilidad en sistemas dinamicos no lineales se basan en la comprension
de los puntos estacionarios y su estabilidad. El andlisis de la matriz jacobiana y la
visualizacion de la dindmica del sistema a través del diagrama de fase son herramientas
fundamentales para este proposito. Al entender como surgen estos criterios de estabilidad,
podemos interpretar y predecir el comportamiento de sistemas complejos en diversos

contextos, desde la biologia hasta la ingenieria.

2.3. Introduccion a los Métodos Numéricos

Historicamente, las matematicas han buscado proporcionar soluciones exactas a una
amplia gama de problemas, desde la resolucion de ecuaciones algebraicas hasta el calculo
de integrales definidas. Estos métodos analiticos, basados en operaciones elementales y
el uso de formulas establecidas, han sido fundamentales en el desarrollo de la teoria

matematica y su aplicacion en diversas areas.

Sin embargo, en la préctica, nos enfrentamos frecuentemente a problemas cuya solucion
exacta no es alcanzable mediante métodos analiticos. Esto puede deberse a la complejidad
de los métodos existentes, la falta de un enfoque adecuado o incluso la inexistencia de un

método que permita obtener la solucion de manera directa.

Es en este contexto donde entran en juego los métodos numéricos. Estos métodos, se
basan en la realizacion de operaciones numéricas, generalmente con la ayuda de
ordenadores, para obtener soluciones aproximadas a problemas matematicos y fisicos.
Aunque estas soluciones no son exactas, tienden a aproximarse a la solucion real con una

precision razonablemente buena.

Los métodos numéricos son indispensables en situaciones donde las soluciones analiticas
son inalcanzables o impracticables. A través de una secuencia de céalculos numéricos,
estos métodos nos permiten obtener resultados que, si bien no son exactos, son lo

suficientemente cercanos como para ser utiles en la practica.
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A continuacion, exploraremos dos de los métodos numéricos mas utilizados: el método
de Euler y el método de Runge-Kutta. Estos métodos, ampliamente aplicados en la
resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, nos aportan herramientas efectivas para

abordar problemas dinamicos en diversos campos cientificos y de ingenieria.

Este capitulo estd basado en los apuntes proporcionados por mi tutor: Gutiérrez
Santacreu, Juan Vicente. Modelado y Simulacion Numérica. Grado de Ingenieria
Informatica-Ingenieria del Software, 2° Curso. Departamento de Matematica Aplicada I.

[13]

2.3.1 El método de Euler

El método de Euler (método poligonal) es un método numérico simple para resolver
problemas de valor inicial (Cauchy) con ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo,
permite encontrar soluciones mediante aproximacion para ecuaciones diferenciales que
son dificiles de resolver o no pueden resolverse de manera explicita. El método de Euler
también se llama "método de los pasos pequefios", ya que cada paso involucra resolver

una ecuacion.

Modelo general:

Se basa en la aproximacion de la derivada de la funcion desconocida y(t) en un punto ¢

utilizando la definicidn de derivada:

dy  y(tass) = y(t)
dt h

Donde h es el tamafio del pasoy t,, 41 = t, + h. Esta aproximacion se usa para actualizar

iterativamente los valores de y(t) a lo largo del intervalo de interés.
Deduccion mediante formula de cuadratura:

Consideramos el PVI siguiente:
y' (@) =f(ty®),  telab]

y(a) = a.
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Sea h = b;{—a > 0 fijo (h es el tamafio de paso) para N € N y consideramos los puntos

equidistantes

Definidos por
t, =ty + nh, n=0,1,..N

Queremos encontrar Yo, Vq,Ya, -, Yy que aproximen a y(ty),y(t1),y(tz), ..., y(ty)

respectivamente. Por supuesto, el primer “aproximadamente” y, es exacto, ya que

y(toy) esta dado.

Integramos entre t, y ty4q:

tht1

Vo) =) = [ F(5v()ds.

tn

Aproximamos usando la formula de cuadratura de los rectangulos a la izquierda:

[y = (s =t Gy,
t

n

Asi nos queda:

Y(tns1) = ¥(tn) + ¥(tnsr — t)f (60 ¥(t)).

Al sustituir h en lugar de t,, ., — t,, y la aproximacién y,, = y(t,), obtenemos el esquema

numérico
Yne1 = Yo+ hf (G yn),  n=12,..,N=-1, y,=a
Que es el método de Euler explicito.
Igualmente, si usamos la férmula de cuadratura de los rectangulos a la derecha, tenemos:

Yn+1 = Yn t+ hf(tn+1'yn+1)' n=12..,N-1, Yo = &,

Que es el método de Euler implicito.
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Estabilidad:

El método de Euler puede ser estable o inestable dependiendo de la ecuacion diferencial
y el tamafio del paso utilizado. Si el tamafio del paso es demasiado grande, el método
puede producir resultados inestables o divergentes. Es importante elegir un tamafio de

paso adecuado para garantizar la estabilidad del método.

Convergencia:

El método de Euler es un método de primer orden en términos de convergencia. Esto
significa que el error de aproximacion entre la solucion numérica y la solucion exacta
disminuye proporcionalmente al tamafio del paso h. Sin embargo, el método de Euler
tiende a acumular errores a lo largo del intervalo de integracion, especialmente si se utiliza
un tamafio de paso grande o si la funcidn que se esta aproximando tiene caracteristicas no

lineales u oscilatorias.

Caracteristicas:

e Fécil implementacion: El método de Euler es facil de entender e implementar.

e Versatilidad: Puede aplicarse a una amplia variedad de ecuaciones diferenciales
de primer orden.

e Eficiencia computacional: Es computacionalmente eficiente, especialmente para
problemas simples o cuando se requiere una solucion rapida.

e Sensible al tamafio del paso: La precision del método depende del tamafio del paso
utilizado. Un tamafio de paso muy pequefio puede llevar a una mayor precision,

pero a un costo computacional mas alto.
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2.3.2 El método de Runge-Kutta

Uno de los métodos mas utilizados para resolver numéricamente problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones iniciales es el método de Runge-Kutta, el cual
proporciona un pequefio margen de error con respecto a la solucion real del problema y

es facilmente programable en un software para realizar las iteraciones necesarias.

El método de Runge-Kutta se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales de la forma:

d
28— fe ) yt) = o

Y es sumamente util para casos en los que la solucion no puede hallarse por los métodos
convencionales (como separacion de variables). Hay variaciones en el RK4, pero el mas
utilizado es el método en el cual se elige un tamafio de paso h y un nimero maximo de

iteraciones n.

Deduccion:
. b—-a .
Consideramos h = —,_ bara cierto N € Ny los puntos

a:t0<t1<t2<‘“<tN:b
Definidos por
t, =ty + nh, n=20,..,N

Integramos entre t, y t,41
tns1

Y(tnas) — () = j y (s = [ f(s,y(s)ds

t
tn n

Recordamos la regla de Simpson:

fabg(s)ds = b_Ta [g(a) +yg (#) + g(b)],

Aproximamos
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Jor £, y©)ds = = 2| F(ey(€)) + 4 £Cy17 (60,2 )+ £ Cnvn, Ytns )]

Donde .

h
—tn+z

N

Al final nos queda:

h
ﬂ%ﬂ)zyau+gv@wﬂ%n+4f0m%yGM9)+faﬁpﬂ%ﬂnL
Consideramos K, = f(t,, y»,) y aproximamos mediante el método de Euler

~ h
y (tn%) =yp + EKO
Y también

h
y(tn+%) =n +EK1

conK; = f (tn + %h,yn + SKO).Y ademas
Y(tn+1) = yn + hK;
donde K, = f(tn + %,yn + §K1>

De este modo, llegamos al método de Runge-Kutta de orden 4

h
Yn1 = Yn + 3 [K; + 2K, + 2K5 + K,], n=0,..N—1, Yo conocido.

Estabilidad:

RK4 es generalmente mas estable que el método de Euler para resolver EDOs. Sin
embargo, al igual que otros métodos numéricos, la estabilidad de RK4 puede verse
afectada por el tamafio del paso utilizado. Un tamafio de paso inadecuado puede llevar a

resultados inestables o divergentes.
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Convergencia:

RK4 es un método de cuarto orden en términos de convergencia, lo que significa que el
error de aproximacion entre la solucidon numérica y la solucion exacta disminuye
proporcionalmente a la cuarta del tamafio del paso h. Esto implica que RK4 puede
proporcionar una mayor precision en comparacion con métodos de menor orden, como el

método de Euler.

Caracteristicas:

e Mayor precision: RK4 proporciona una mayor precision en comparaciéon con
métodos de menor orden, como el método de Euler.

e Versatilidad: Puede aplicarse a una amplia variedad de ecuaciones diferenciales
de primer orden, incluidas aquellas con coeficientes no lineales.

e [Estabilidad mejorada: RK4 tiende a ser mas estable que el método de Euler para
una amplia gama de problemas.

e Eficiencia computacional: A pesar de ser mas complejo que el método de Euler,
RK4 sigue siendo eficiente computacionalmente y puede proporcionar resultados

precisos en un tiempo razonable.
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Capitulo 3: Introduccion a los modelos
tumorales.

3.1. Introduccidn a la Dinamica Tumoral

Referencia a los capitulos anteriores: Para entender la dindmica tumoral, se aplicaran los
conceptos fundamentales de ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales introducidos en el Capitulo 2. (Capitulo 2, seccién 2.1 y 2.2)

La dinamica tumoral se refiere al estudio matematico de la evolucion temporal de las
células cancerosas en un entorno biolodgico. Este campo de investigacion se centra en
modelar y entender los procesos claves que gobiernan el crecimiento, la invasion, la
metastasis y la respuesta al tratamiento de los tumores. Desde una perspectiva técnica, la
dindmica tumoral se aborda mediante la formulacion de modelos matemadticos que
describen la proliferacion celular, la interaccion entre las células tumorales y su
microambiente, asi como la influencia de factores genéticos, epigenéticos y ambientales
en la progresion del cancer. Estos modelos pueden variar desde simples sistemas de

ecuaciones diferenciales hasta complejas redes de interaccion molecular y fenotipica.

El estudio de la dindmica tumoral no solo proporciona informacion invaluable sobre la
biologia subyacente del cancer, sino que también tiene implicaciones significativas en el
desarrollo de nuevas estrategias terapéuticas y en la predicciéon del prondstico del
paciente. En este contexto, el uso de modelos matematicos juega un papel crucial. En este
trabajo, nos adentraremos en la aplicacion de diversos modelos, como la ley de
crecimiento exponencial, el crecimiento logistico, el crecimiento generalizado o el
modelo de Gompertz, entre otros, para estudiar y comprender la dindmica tumoral en
diferentes contextos bioldgicos y clinicos. Estos modelos nos permitiran analizar como
diferentes factores influyen en la proliferacion y la evolucion de los tumores, y como
podemos utilizar esta informacion para mejorar el diagnostico, el tratamiento y la gestion

del cancer.
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3.2. Ley de crecimiento exponencial

El crecimiento de los tumores es un fenomeno complejo que ha sido objeto de estudio en
el campo de la oncologia y la biologia matematica. Uno de los modelos matematicos mas
simples pero fundamentales para describir este proceso es la ley de crecimiento
exponencial. Este modelo postula que el tamafo del tumor aumenta exponencialmente
con el tiempo, lo que sugiere un crecimiento descontrolado y rapido si no se frena

adecuadamente. La ecuacion diferencial que representa este modelo es:

dN
i kN, conN(t=0) =N,

donde N (t) es el nimero de células en el tumor en el momento t, N, es el nimero inicial

de células presentes dentro del tumor y k es la tasa neta a la cual las células proliferan.
La solucion a esta ecuacion diferencial es:
N(t) =N, - ekt

Esta ecuacion refleja como el nimero de células en el tumor aumenta exponencialmente
con el tiempo, lo que puede proporcionar una idea bésica del crecimiento tumoral

descontrolado.

Sin embargo, es fundamental reconocer que este modelo simplificado no tiene en cuenta
muchos factores importantes que afectan el crecimiento real de los tumores en el cuerpo
humano. La dindmica de los tumores solidos, por ejemplo, es influenciada por una
variedad de factores bioldgicos, genéticos, ambientales y terapéuticos. Estos incluyen la
interaccion entre las células tumorales y el sistema inmunitario del huésped, asi como la

presencia de factores angiogénicos que estimulan la vascularizaciéon del tumor.

Esto ha llevado al desarrollo de modelos matematicos que tienen en cuenta esta
interaccion. Estos modelos, basados en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y han
permitido a los investigadores explorar como los tratamientos y la respuesta inmune

afectan el crecimiento y la regresion del tumor.
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En resumen, aunque la ley de crecimiento exponencial proporciona una vision basica del
crecimiento tumoral, es esencial reconocer sus limitaciones y la necesidad de modelos
mas complejos que reflejen la verdadera complejidad del proceso. La integracion de datos
experimentales y modelos matematicos avanzados seguird siendo crucial para mejorar
nuestra comprension del crecimiento tumoral y desarrollar estrategias terapéuticas mas

efectivas en la lucha contra el cancer.

Véase (Byrne, 2003 [4]; Saravi & Saravi, 2020 [5]; Marusi¢, 1996 [2]).

3.3. Ley de Crecimiento Logistico

La ecuacidn logistica, también conocida como ecuacion de Pearl-Verhulst, fue creada por
Pierre Francois Verhulst en 1838. Este modelo describe el crecimiento de una poblacion
limitada por una capacidad de carga (6). La ecuacion logistica asume que la tasa de
crecimiento disminuye linealmente con el tamafio hasta que alcanza cero en la capacidad

de carga.

Esta ecuacion es una herramienta matematica esencial para modelar el crecimiento de los
tumores so6lidos. A diferencia de la ley de crecimiento exponencial, esta ecuacion tiene en
cuenta un factor limitante que eventualmente detiene el crecimiento del tumor, lo que
refleja de manera mas precisa la realidad donde el crecimiento tumoral se ralentiza debido

a la limitacion de nutrientes y espacio disponibles.

La ecuacion diferencial que describe el crecimiento logistico se define como:

dN N

E:kN(l—g), con N(t:0)2N0>0,
ON,

N(t) = — 6 cuando t > ©

N, + (6 — Ny)e~kt

Aqui, N(t) representa el nimero de células en el tumor en el momento ¢, k es la tasa de
crecimiento constante que indica la rapidez con la que las células se reproducen, y 6 es

la capacidad de carga, que indica el nimero maximo de células que el entorno puede
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soportar antes de que la competencia por recursos limite el crecimiento. Ademas, N(t =

0) = N, representa el nimero inicial de células presentes dentro del tumor.

- . . , . dN
Esta ecuacion muestra como la tasa de cambio del nimero de células (E) depende del

tamafo actual del tumor N y de qué tan cerca esta este tamafio del limite impuesto por la

capacidad de carga 6. A medida que el nimero de células N se acerca a la capacidad de
o N D,
carga 6, el término (1 — 5) se acerca a cero, lo que resulta en una disminucion en la tasa

de crecimiento. Esta desaceleracion del crecimiento tumoral es el resultado de la
competencia por recursos limitados, como nutrientes y espacio, dentro del entorno
tumoral. Esto refleja la observacion de que los tumores eventualmente se detienen o
crecen a una velocidad muy reducida a medida que alcanzan un tamafio maximo

determinado por la capacidad de carga del tejido circundante.

En resumen, la ecuaciéon de crecimiento logistico proporciona una descripcion
matematica util del crecimiento tumoral, integrando factores como la tasa de crecimiento
y la capacidad de carga del entorno. Su interpretacion nos ayuda a comprender como los
tumores se desarrollan y a evaluar el impacto de diferentes variables en este proceso, lo

que es fundamental para el disefo de tratamientos y la investigacion en oncologia.

Véase (Byrne, 2003 [5]; Sachs, Hlatky, & Hahnfeldt, 2001 [7]; Saravi & Saravi, 2020
[2]).

3.4. Modelo de Crecimiento Generalizado

El Modelo de Crecimiento Generalizado extiende la ecuacion logistica al introducir un
parametro adicional, a, que modula la velocidad de saturacion del crecimiento tumoral.
Esta modificacion permite ajustar la forma de la curva de crecimiento, lo que proporciona
una mayor flexibilidad en la descripcion del crecimiento tumoral en diferentes contextos.
Este modelo se enfoca en como este parametro adicional afecta la velocidad de saturacion

del crecimiento.

dN k

Na
Eﬁ”'[l‘(a) l onie=0 =1 >0
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cuya solucion es:

ON,
NZ + (6% — N&)e

1
N = ( )a

El parametro « es crucial aqui. Determina la forma de la curva de crecimiento del tumor.
Si a es igual a 1, la férmula se reduce a la ecuacion logistica estandar. Sin embargo, si
es mayor que 1, el crecimiento del tumor se desacelerara mas bruscamente a medida que
se acerque a su tamafo maximo, lo que significa que el tumor alcanzara su capacidad de
carga mas rapidamente. Por otro lado, si @ es menor que 1, el crecimiento del tumor sera

mas gradual y el tumor necesitard mas tiempo para alcanzar su capacidad de carga.

. , , dN .,
La tasa de cambio del nimero de células tumorales (E) se define como una funcion de

la densidad celular en relacion con la capacidad de carga, controlada por el pardmetro a.

En resumen, el modelo de crecimiento generalizado es una herramienta valiosa en la
modelizacion del crecimiento tumoral. Ofrece sus propias ventajas y enfoques en la
descripcion del proceso de crecimiento, lo que permite una comprension mas completa y

precisa de como los tumores evolucionan en entornos dindmicos.

Véase (Byrne, 2003 [5]; Saravi & Saravi, 2020 [2]).

3.5. El modelo de Gompertz.

El modelo de Gompertz, propuesto por Benjamin Gompertz en 1825, es una ecuacion
diferencial utilizada para describir el crecimiento de poblaciones bioldgicas que alcanzan
un limite en su tamafo debido a factores de limitacion de recursos. Especificamente, se
utiliza en el estudio del crecimiento de tumores y de poblaciones microbianas. En relacion

con el modelo de crecimiento generalizado:

El modelo de crecimiento generalizado se define como:

b

Mientras que el modelo de Gompertz se define como:
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dN

- a-N-n(Y
- N nG

Para relacionar estas dos ecuaciones, primero observemos como se comporta el modelo

de crecimiento generalizado cuando a tiende a cero.
Sabemos que:
x*=e*"%~1+alna cuando a - 0.

Aplicando esto a nuestra ecuacion:

(3) =1+en(3)
9 = ane.

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial original, tenemos:

dN k

o V- (ran)) =gt 1-an(@)] 5w [an ()]

Simplificando:

dN LN I (N >
dt "o/
Por lo tanto, cuando « tiende a 0, y usando a para definir la tasa de proliferacion de células
tumorales del modelo de Gompert, la ecuacion se reduce a:

dN NI (N >

;= aNin{Z).
donde el simbolo negativo (—) aparece en la ecuacion de Gompertz debido a la naturaleza
de como se modela la ralentizacion de proliferacion del tumor. En el modelo de Gompertz,

el término —a determina la desaceleracion del crecimiento del tumor a medida que se
. . , . N
aproxima a su capacidad de carga. Cuando el tumor crece, el término 1n(§) asegura que

el crecimiento se ralentice y eventualmente disminuya a medida que el tamafio del tumor
se acerca a la capacidad de carga 0. El simbolo negativo refleja el hecho de que el
desarrollo tumoral disminuya con el tiempo, lo que es consistente con el desarrollo

tumoral modelado en el contexto de la ecuacion de Gompertz.

Al considerar el modelo de crecimiento generalizado y permitir que el pardmetro a tienda
a cero, la parte de la ecuacion que describe la desaceleracion del crecimiento se vuelve
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predominante. Esto hace que el modelo de crecimiento generalizado se aproxime al
modelo de Gompertz, ya que la desaceleracion del crecimiento se vuelve cada vez mas
pronunciada a medida que N se aproxima a @, similar a como funciona el modelo de

Gompertz.

Véase (Sachs, Hlatky, & Hahnfeldt, 2001 [4]; Marusi¢, 1996 [7]).

3.6. Ley de Crecimiento Logistico con Capacidad de Carga

Temporal

El crecimiento de los tumores es un proceso complejo que involucra la interaccion
dindmica entre las células tumorales y su entorno. Para comprender este proceso,
utilizamos la ley del crecimiento logistico con capacidad de carga temporal, que nos
proporciona un marco matematico para modelar cdmo crecen los tumores y como esta

tasa de crecimiento puede verse afectada por varios factores.

Imaginamos que un tumor es como una ciudad en crecimiento dentro del cuerpo humano,
y los vasos sanguineos son las carreteras que llevan los recursos esenciales, como
nutrientes y oxigeno, a esa ciudad. La ley del crecimiento logistico con capacidad de carga
temporal nos permite entender como el niimero de células tumorales N(t) y la capacidad

de carga de los vasos sanguineos K (t) pueden cambiar con el tiempo.

aN N E N

dt 12
dK 2
E: —acK + wN — yKNs3

La primera ecuacidn nos dice como cambia el nimero de células tumorales con el tiempo.
Esto depende de cuéntas células hay en el tumor en ese momento y de la relacion entre
ese numero y la capacidad de carga de los vasos sanguineos. Si hay muchos vasos
sanguineos disponibles en comparacién con el nimero de células tumorales, el tumor

puede crecer mas rapido.
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La segunda ecuacion nos dice como cambia la capacidad de carga de los vasos sanguineos
con el tiempo. Hay tres factores que influyen en esto: la presencia de agentes que
promueven la formacioén de nuevos vasos sanguineos (llamados agentes angiogénicos),
la influencia de los tumores que estimulan el crecimiento de estos vasos sanguineos a
corto plazo y la inhibicion causada por los tumores que suprimen el crecimiento de los

vasos sanguineos a largo plazo.

El modelo que consideramos abarca varios aspectos fundamentales del crecimiento
tumoral. En primer lugar, definimos N(t) como el numero de células tumorales en el
tiempo t, mientras que K (t) representa la capacidad de carga de los vasos sanguineos en
ese mismo periodo. Introducimos la funcion F(x), una funcion suave y decreciente que
describe la tasa de crecimiento relativo de las células tumorales en funcion de su densidad
en relacion con la capacidad de carga. En nuestro caso particular, F(x) = 1 — x, que

corresponde con la ley de crecimiento logistico. Ademas, tenemos tres parametros clave:

awyy.

El pardmetro a cuantifica la influencia de la concentracion de agentes angiogénicos en la
capacidad de carga de los vasos sanguineos. Por otro lado, w representa el efecto de los
estimuladores generados por el tumor en el crecimiento de los vasos sanguineos. Un valor
positivo de w indica un estimulo en el crecimiento de los vasos sanguineos. Finalmente,
y expresa el efecto de la inhibicion a larga distancia generada por el tumor sobre el
crecimiento de los vasos sanguineos. Un valor mayor de y indica una mayor inhibicion

del crecimiento vascular debido a la presencia del tumor.

Este modelo nos proporciona una comprension detallada de cémo el crecimiento de los
tumores depende de la disponibilidad de vasos sanguineos y como diferentes factores,
como los agentes angiogénicos y los tumores, pueden afectar esta disponibilidad. Tal
entendimiento es crucial para disefiar tratamientos que puedan dirigirse especificamente
a la formacion de nuevos vasos sanguineos en los tumores, lo que podria ayudar a

controlar su crecimiento de manera efectiva.

Véase (Marusi¢, 1996 [2]; Byrne, 2003 [4]).
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3.7. Tratamiento de tumores s6lidos homogéneos

La dindmica tumoral desencadena una serie de desafios clinicos significativos,
especialmente en el contexto del tratamiento de tumores soélidos. La respuesta de los
tumores a la terapia ya sea quirurgica, farmacologica o radioterapéutica, esta

intrinsecamente ligada a su compleja dindmica de crecimiento y evolucion.

La proliferacion celular descontrolada, la heterogeneidad tumoral y la capacidad de
adaptacion a entornos cambiantes representan obstaculos para la eficacia terapéutica. En
este sentido, comprender la dinamica tumoral asociada a los tratamientos de tumores
solidos es fundamental para el disefio y la implementacion de estrategias terapéuticas
efectivas. A continuacion, exploraremos dos modelos fundamentales: el modelo de
quimiotaxis para el tratamiento de tumores s6lidos homogéneos y la radiobiologia, que
nos permitiran analizar como los diferentes regimenes de tratamiento interactiian con la

dindmica tumoral.

3.7.1. Radiobiologia: El Modelo Lineal-Cuadratico y su Aplicacion

en Radioterapia

El modelo lineal-cuadrético (LQ) en radiobiologia es una herramienta que nos ayuda a
comprender como la radiaciéon afecta a las células y como podemos utilizar esta
comprension en la practica clinica, especialmente en la radioterapia, donde se utiliza para
tratar el cancer. A diferencia de la quimioterapia, donde la dosis puede ser mas complicada
de definir temporalmente, en radiobiologia la dosis de radiacion se acumula de manera

precisa a lo largo del tiempo.

El modelo se basa en un par de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). La primera
ecuacion describe como cambia el numero promedio de roturas de doble cadena de ADN
(DSBs) por célula con el tiempo. Los DSBs (Double strand DNA breaks), son dafos

graves en el ADN, donde ambas cadenas de la doble hélice se rompen. Estos dafos pueden
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ser causados por la radiacion ionizante y son particularmente peligrosos para la célula, ya

que pueden provocar mutaciones o la muerte celular si no se reparan adecuadamente.

La ecuacion tiene en cuenta la dosis de radiacion R y varios pardmetros como la tasa de
produccion de DSBs por unidad de dosis &, el tiempo necesario para reparar el dafio 7, la
probabilidad de que ocurran reacciones binarias de reparacion y y U representa el nimero
de rupturas de doble cadena presentes en el tiempo. Las reacciones binarias de reparacion
son procesos en los que dos DSBs cercanos son reparados al mismo tiempo, a menudo

generando errores en la reparacion y aumentando el riesgo de dafio genético.

La primera ecuacion es:

dUu(t) U
=06R — — —yU?
dt J T o

La segunda ecuacion describe como cambia el nimero promedio de células en una
poblacidén con el tiempo, teniendo en cuenta el efecto de la radiacion en la supervivencia
celular.

dN(t
di ) _ —(aR + kU?)N

Aqui, N (t) es el nimero promedio de células en la poblacion en el tiempo t, R es la dosis
de radiacién acumulada en el tiempo t, a representa el nimero promedio de lesiones
letales irreparables producidas directamente por la radiacion, y k es la tasa de reparacion

erronea letal de DSBs por par de DSB.

A menudo, para dosis menores de aproximadamente 5 Gy, se puede simplificar el modelo
estableciendo y = 0 en la primera ecuacion. Aunque el término relacionado que involucra
k puede ser importante, el término binario y es insignificante en comparacioén con los

otros términos. Siy = 0, la ecuacion se puede integrar explicitamente.

En tiempos posteriores a la detencion de la radiacion T y mucho mayores que el tiempo
de reparacion 7 la cantidad de DSBs alcanza un estado estacionario, denotado por N, que
se abrevia como N. Al insertar la integral de la primera ecuacion en la segunda e integrar
nuevamente se obtiene el modelo LQ. El resultado de estas dos integraciones es:

n () = —ap - pep2, p =21

0
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Aqui, N, es el nimero inicial de células en la poblacion, N representa el nimero de células
después de la radiacion, D representa la dosis de radiacion y, por ultimo, a y f donde a
captura el dafio letal inmediato que la radiacion ionizante causa directamente a las células,
sin importar la tasa a la que se administra la dosis y f§ representa la parte del dafio que
corresponde a la mala reparacion del dafio reparable. Este término es superlineal en

relacion con la dosis, lo que significa que el dafio aumenta mas rapidamente que la dosis.

Una parte importante del modelo es la funcion G, que representa la tasa de dosis
generalizada de Lea-Catcheside. Esta funcion tiene en cuenta como se distribuye la dosis
de radiacion a lo largo del tiempo de forma fraccionada y como afecta esto a la respuesta
celular. Es esencial entender que la radiacion acumula su efecto a lo largo del tiempo, y

esta funcion nos ayuda a cuantificar ese efecto. Se define como:

t

G=2|f@©)dt | e ft)dt'
frou

0

Donde f (t)es la tasa de dosis de radiacion en el tiempo t, T representa el tiempo asociado

con la reparacion del dafio y T es el tiempo total de tratamiento.

Para relacionar G y la dosis total D, vemos que D se administra en varias fracciones
pequeiias a lo largo del tiempo T, suponiendo que f(t) es constante durante el

tratamiento:

D = [ f(tyt,

Por ello, al integrar G en nuestra ecuacion, conseguimos capturar el efecto del
fraccionamiento de la distribucién de la dosis a lo largo del tiempo y de esta forma, no

administrar toda la dosis de golpe.

En resumen, el modelo LQ nos proporciona una forma de comprender como la radiacion
afecta a las células y como podemos optimizar los tratamientos de radioterapia para

maximizar la efectividad y minimizar los efectos secundarios en los pacientes.

Véase (Sachs, Hlatky, & Hahnfeldt, 2001 [4]).
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3.7.2. Quimiotaxis para el tratamiento de tumores

En este escenario consideramos el crecimiento dindmico de un tumor s6lido en el contexto
de un organismo vivo, sin intervenciones terapéuticas, siguiendo un patrén logistico.
Entonces, se introduce un farmaco quimioterapéutico que, al entrar en contacto con las
células tumorales, las elimina, y este medicamento se administra al paciente mediante
inyeccion. Las variables N(t) y A(t) representan el numero de células tumorales y la
concentracion promedio del farmaco dentro del tumor, respectivamente, en funcion del

tiempo t.Las ecuaciones diferenciales que describen este escenario son las siguientes:

d—N=k-N-<1—g>—MANEf(N,A),

dA
— = 0w~ A —yAN = g(N, 4),

donde N(t=0)=N, y A(t=0)=4,

Establecemos las condiciones iniciales N(t =0) = Ny y A(t=0) = A4,, que
representan el numero inicial de células tumorales y la concentracion inicial del farmaco

dentro del tumor, respectivamente.

: ., dN o . , .
En la primera ecuacion, ¢ describe como cambia el numero de células tumorales con

el tiempo. El término k - N - (1 — %) representa el crecimiento logistico del tumor,

donde k es la tasa de crecimiento intrinseca, 6 es el tamafio maximo que puede alcanzar
el tumor, y uAN representa la eficacia del farmaco en matar las células tumorales, donde

u es la tasa a la cual el farmaco mata las células tumorales.

., dA o . . .
En la segunda ecuacion, oS¢ describe como cambia la concentracion del farmaco dentro

del tumor con el tiempo. El término a., representa la tasa a la cual el fadrmaco entra en el
tumor, mientras que los términos (—4 A) y( —y A N) representan la degradacion natural
del farmaco y la pérdida de eficacia debido a la muerte celular, respectivamente. Aqui, A
es la vida media del farmaco y y es la tasa a la cual el farmaco pierde eficacia debido a la

muerte celular.
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En resumen, este modelo describe como el crecimiento de un tumor sélido y la
concentracion de un firmaco quimioterapéutico dentro del tumor se interrelacionan y
cambian con el tiempo en ausencia de intervencion terapéutica. Las ecuaciones
diferenciales permiten analizar el efecto del farmaco en el crecimiento del tumor y
viceversa, lo que proporciona informacién valiosa para el disefio de estrategias

terapéuticas efectivas contra el cancer.

Véase (Byrne, 2003). Referencia [2].
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Capitulo 4: Estudio de los modelos
matematicos para el crecimiento tumoral

En este capitulo, realizaremos un estudio mas detallado para cada modelo, examinaremos
la deduccion de su solucidn, los puntos criticos, la positividad y estabilidad de la solucion,
su sentido matematico en el contexto del crecimiento tumoral, y el razonamiento de la

solucion que nos ofrece la grafica de cada modelo.

Este analisis nos permitira comprender mejor la complejidad del crecimiento tumoral y

la utilidad de los modelos matematicos en la investigacion y tratamiento del cancer.

4.1. La ley de crecimiento exponencial

Uno de los modelos basicos previamente introducido, es la ley de crecimiento
exponencial, que describe un aumento exponencial en el nimero de células tumorales con

el tiempo. Como plasmamos previamente, su formula es:

dN
T kN, conN(t =0) =N,

para deducir la solucidn de esta ecuacion, primero separamos las variables:

W=kdt

integramos a ambos lados

1
fﬁdN_fkdt
In|[N| =kt+C

donde C es la constante de integracion. Aplicando la exponencial a ambos lados:

N(t) = ekttC = ekt
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usando la condicion inicial N(t = 0) = N,, obtenemos C = N,, por lo tanto:
N(t) = Nyekt
Esta es la solucion general de la ecuacion diferencial.

La ley de crecimiento exponencial aplicada al analisis tumoral se basa en las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden explicadas en la seccion 2.1. Para mas
detalles sobre la deduccion y las propiedades de esta ecuacion, véase la Seccion 2.1.1 'y

2.1.2.

Positividad de la ecuacion

Dado que N, y k son constantes positivas, y e*¢ es siempre positivo para todo t, entonces
N(t) es siempre positivo para t > 0, lo que tiene sentido fisico en el contexto del

crecimiento tumoral.

Puntos criticos

Los puntos criticos son aquellos donde la derivada es igual a cero. En este caso, la tnica

variable es N, por lo que el tnico punto critico es N = 0.

Estabilidad

Para estudiar la estabilidad de la solucion, podemos observar la forma funcional de f(N).
Dado que f(N) = kN, obtenemos que la derivada de f(N) es f’(N) = k. Dado que k >
0, tenemos que f’(0) > 0. Por lo tanto, el punto N = 0 es inestable.
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Sentido matematico:

Matematicamente, la solucion

N(t) = Nyekt

describe un crecimiento exponencial de las células tumorales con respecto al tiempo ¢,
donde k es la tasa de crecimiento. Este modelo proporciona una descripcion simple pero

util del crecimiento tumoral descontrolado en ausencia de limitaciones externas.

Este enfoque matematico nos permite entender como varia el nimero de células tumorales
con el tiempo y cOmo esta variacion se relaciona con la tasa de crecimiento k y la
condicidn inicial Ny. Sin embargo, es importante recordar las limitaciones de este modelo
y considerar otros factores bioldgicos y terapéuticos que pueden influir en el crecimiento

tumoral en situaciones clinicas reales.

Estudio del grafico

Vamos a implementar esta ley utilizando SageMath con un ejemplo concreto.

Evolucidn del Crecimiento Exponencial de Tumor Sdlido con Diferentes Valores Iniciales
Estable (Referencial)
el

040

0.35

0.30

0.25

0.20

Numero de células

015

(8,-0:11)

0.10
(5, 0-08)

{2.-0:06)
0.05

Inestable
0.00

Tiempo

Figura 4.1: Interpretacion del Crecimiento Tumoral: Ley Exponencial y sus Limitaciones.

Tomemos k = 0.1,N, = 0.05, N, = 0.1,N, = 0.15.
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El grafico muestra la evolucion del nimero de células dentro del tumor solido a medida
que pasa el tiempo, siguiendo la ley de crecimiento exponencial. Inicialmente, el
crecimiento es exponencial, lo que significa que el nimero de células aumenta

rapidamente con el tiempo.

También vemos claramente como el crecimiento exponencial se ve afectado por los
valores iniciales y como estas diferencias se amplifican con el tiempo, mostrando la
naturaleza inestable del modelo exponencial en términos de sensibilidad a las condiciones
iniciales. Esto es crucial en contextos bioldgicos y médicos para entender y predecir el

crecimiento tumoral.

En la gréfica, se han afiadido dos lineas horizontales: En primer lugar, la linea de
estabilidad referencial (y = 0.4): Aunque no es una verdadera capacidad de carga, esta
linea sirve para mostrar cobmo el crecimiento exponencial nunca se estabiliza en un valor
fijo. Por otra parte, encontramos la linea de inestabilidad (y = 0): Esta linea representa
el punto de inestabilidad absoluta. Las soluciones del modelo exponencial se alejan
rapidamente de este punto, indicando que cualquier nimero inicial de células (mayor

gue cero) crecera sin limite.

Es importante tener en cuenta que este modelo de crecimiento exponencial tiende hacia
el infinito a medida que avanza el tiempo, ya que no tiene en cuenta factores que podrian
limitar el crecimiento tumoral en la realidad, como la capacidad de division celular del

tumor, la respuesta inmune del organismo, y la eficacia de los tratamientos aplicados.

Véase (Saravi & Saravi, 2020 [4]; Marusi¢, 1996 [5]).

4.2. Ley de crecimiento logistico

Para deducir la solucion de esta ecuacion diferencial, primero, intentemos separar las

variables:

dN_kN(l N) N(t=0)=Ny,>0
i ), con =0) =N, >0,
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dividiendo ambos lados por N (1 — %) obtenemos:

dN = kdt

N-(1-73)

y ahora integramos ambos lados:

fmszfkdt

simplificando
fldN+ j;dN='[kdt.
N 6—-N
Esto nos da:
In|N| —In|@ = N| =kt + C,
simplificando:

In|o—| =kt +C,

aplicando exponencial en ambos lados:

N
= ekt+C,
0-N

Usando la condicioén inicial dada N(t = 0) = Np:

N
o _ ec,
6-N,
entonces:
6-N  6-N, >
despejando N:
N _ Noeekt
- B—Noekt’

finalmente, reorganizamos para obtener la solucion completa:
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B N,6
" Ny + (6 — Ny)ekt

N

Positividad de la solucién

Aunque podemos analizar la positividad directamente de la solucion obtenida
anteriormente, este modelo no servird como ejemplo de las técnicas que vamos a
encontrar mas adelante para otros modelos de los cuales no tenemos disponible su

solucion.

Segun el Teorema de Picard-Lindel6f, podemos afirmar que existe una unica solucion
N(t) en el intervalo [0, Ty,qx ), donde Ty ey €s el tiempo maximo hasta el cual la solucion

esta definida.
Caso 0 < N, < 6:

Debido a que la condicién inicial Ny es positiva, la solucion N(t) en el rango 0 <
N(t) < 6, debe ser positiva para todo t en el intervalo [0,t"). Esto se garantiza por el

teorema de Picard-Lindelof por la continuidad de la solucion. Ahora, consideremos la

o .. d .
ecuacion diferencial d—IZ =k-N- (1 — %) Si N(t) es menor que 8, entonces la tasa de

. dN . N ., ,
cambio —¢ ©8 positiva porque tanto N >0 como (1 - 5) > 0. Por tanto, la solucion sera

creciente en el intervalo [0,t"), lo que prueba que no puede tomar valores negativos. Sin
embargo, si N(t) alcanzara el valor de 6, la tasa de cambio seria cero, lo que significa
que la poblaciéon no podria crecer mas alla de ese punto. Por lo tanto, N(t) verifica 0 <

N(t) < 6.
Caso N, > 0:

Cuando la poblacion de células tumorales supera la capacidad de carga del entorno, la
. _dN : L S, .,
tasa de cambio —; se vuelve negativa, lo que indica una disminucién en la poblacion de

células tumorales debido a la limitacion de recursos. Esto refleja una retroalimentacion
negativa en el crecimiento tumoral debido a la falta de recursos en el entorno. En este
caso, la ecuacion diferencial sigue describiendo el fendmeno bioldgico al mostrar coémo
el crecimiento del tumor se reduce cuando se supera la capacidad de carga. Este

decrecimiento nunca se puede llegar a alcanzar por el mismo razonamiento anterior.
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Puntos criticos

Los puntos criticos son aquellos donde la derivada es igual a cero. En este caso, los puntos

criticosson N = Oy N = 6.

Estabilidad

La estabilidad del sistema depende del valor de N en relacion con 8. Dado que la ecuacion
del modelo es Z—IZ =k-N- (1 - %), si evaluamos la derivada f'(N) = k(1 — %),

encontramos que en N = 0, f'(0) = k > 0, lo que indica que N = 0 es inestable. Por
otrolado,en N = 60, f'(6) = —k < 0 ,indicando que N = 8 es estable. En resumen, N =

0 es un punto inestable y N = 8 es un punto estable.

Sentido matematico

El modelo de crecimiento logistico describe dos tipos de comportamiento. Uno, cuando
0 < Ny < 6, donde la solucion crece asintoticamente hasta alcanzar 6. El otro, cuando
Ny > 6, en el que la solucion decrece asintdticamente hasta 6. Biologicamente, el
segundo caso es imposible, ya que un tumor siempre comienza con algunas pocas células,
por lo que siempre 0 < N, < 6. Sin embargo, matematicamente, el modelo es factible
en ambos casos. Este comportamiento refleja la competencia por recursos limitados en
un entorno bioldgico, proporcionando una descripcion mas realista del crecimiento
tumoral en comparacion con el modelo exponencial, ya que tiene en cuenta la limitacion

del crecimiento debido a la disponibilidad de recursos.
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Estudio del grafico

Implementando esta ecuacion utilizando SageMath con un ejemplo concreto.

Evolucidén del Crecimiento Logistico de Tumor Sdlido con Diferentes Valores Iniciales

Cagacljas §e Carga (Estable)

450, 0.89)

08

06
NO =0.05

— N0 =01

= N0 =015

Namero de células

0.4

{20, 0.28)

02

Inestable
0.0

Tiempo

Figura 4.2: Interpretacion del Crecimiento Tumoral: Ecuacion de crecimiento logistico. Tomemos

k = 0.1,n, = 0.05, N, = 0.1,N, = 0.15y6 = 1.0.

El modelo logistico de crecimiento tumoral considera un limite superior de crecimiento
debido a factores limitantes como nutrientes o espacio. Este modelo se estabiliza en un
valor llamado capacidad de carga, que en este caso es 1. La estabilidad del modelo se
puede visualizar en la grafica donde las soluciones tienden a acercarse a la linea de

estabilizacion, indicando un comportamiento estable.

Las lineas horizontales representan la capacidad de carga (Estable): Una linea horizontal
eny = 1 que muestra el nivel en el que el crecimiento del tumor se estabiliza e inestable:

Una linea horizontal en el eje y = 0 que indica el punto de inestabilidad.

La visualizacion de los puntos criticos en la grafica ayuda a apreciar como el numero de
células cambia en momentos especificos del tiempo. Estos puntos permiten identificar y
comparar como diferentes valores iniciales N, afectan el crecimiento del tumor en esos
tiempos criticos, y muestran como todas las curvas eventualmente se estabilizan en la

capacidad de carga, ilustrando la estabilidad del modelo logistico.

Véase (Sachs, Hlatky, & Hahnfeldt, 2001 [5]; Saravi & Saravi, 2020 [7]).
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4.3. Ley de crecimiento generalizado.

Para deducir la solucion de esta ecuacion diferencial, primero, intentemos separar las

variables:
dN k vl (N)“
dt « 6/ |

a
dividiendo ambos lados por N[1 — (%) ] obtenemos:

S
v~ (7)

para simplificar la integral del lado izquierdo, hacemos el cambio de variable u = (

a-—1 1 a-1

du = (N> dN—a(N) dN
Y=Ae) 9% Te\s

9 0 a—-1
dN = —(—) du,

sustituimos en la integral:

R - —
vi-(g)1 o SN

con el cambio de variable, se convierte en:

(et Frrecent (O N

simplificando:

fﬁduﬂ(iniu)du'

resolviendo la integral de fracciones parciales:

N)“:
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1 1
f(—+—)du = In|u| —In|1 —u| + C,

u 1—u

a
deshaciendo el cambio u = (%) :

N\* N\*
In (E) —In 1—(5> ——t+C,
simplificando:
N N\
aln|(5)| —In|1- (5) =—t+C,
resolvemos para N:
Na
In | =—t+C,
o (1-(3) )
resolvemos la ecuacion logaritmica:
N* k
N —= eat'l'cl
o<(1-(3) )
sea e¢ = (', tenemos:
N* l Et
pa_pNa Cea,
usando la condicion inicial N(0) = Nj:
N (24
0 _—¢,
9“ - NO
sustituyendo C’ de nuevo en la ecuacion:
N@ Ny* Kk,
= ea’,

0% — N« 9% — Ny°

resolviendo para N:

k k
N« (9“ — NO“eEt) = 0N, *ed’,
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luego,

finalmente, obtenemos la solucion:

Ny© @
N(t) =
( ) 9 <N0a + (ga _ Noa)e—kt>

El modelo de crecimiento generalizado se basa en las ecuaciones diferenciales no lineales
y los métodos numéricos explicados en las secciones 2.2 y 2.5 del Capitulo 2, y se

introdujo en la seccion 3.4 del Capitulo 3.

Positividad

Segtin el Teorema de Picard-Lindel6f, que garantiza la existencia y unicidad de soluciones
para ecuaciones diferenciales ordinarias bajo ciertas condiciones, podemos afirmar que
existe una unica solucion N(t) en un intervalo de tiempo definido, partiendo de las

condiciones iniciales establecidas.

Supongamos 0 < Ny < 6. Esto asegura que la poblacion inicial esté dentro de los

limites de capacidad del entorno.

Como N, > 0 debe existir t’ > 0 tal que N(t) > 0 para todo t € [0,t"). Esto se debe a

que la poblacion no puede tener un tamafio negativo.

. o . . _dN ..
Al analizar la ecuacion diferencial, observamos que la tasa de cambio —; ©S positiva
siempre que 0 < N(t) < 6. Si N(t) alcanza el valor de 8, la tasa de cambio se vuelve 0,
o . . : . dN .
lo que indica que la poblacién dejaria de crecer. Sin embargo, debido a que —; €8 positiva

para 0 < N(t) < 0, la solucion N (t) nunca puede alcanzar el valor 6 exactamente, sino
que se aproxima asintdticamente a este valor. Esto garantiza que la poblacion se mantenga
siempre positiva y menor que 6, asegurando un crecimiento continuo mientras N (t) esté

dentro de este rango.
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Puntos criticos

. . ., dN
Para encontrar los puntos criticos, necesitamos resolver la ecuacion — = 0. Vamos a

establecer esta derivada igual a cero y resolverla:

L f-)-

Por lo tanto, los puntos criticosson N = Oy N = 6.

Estabilidad

Para estudiar la estabilidad de las soluciones del modelo de crecimiento generalizado

consideramos los puntos criticos N = 0 y N = 6. Derivando la funciéon de crecimiento,
I k N\& / k

obtenemos f'(N) = - [1 —(a+1) (5) ] . Evaluando en N = 0, tenemos f'(0) = - >

0, lo que indica que N = 0 es un punto inestable. Evaluando en N = 0, tenemos f'(8) =

S[l —(a+1)] = %[1 —a—1] = —k < 0, indicando que N = 0 es un punto estable.

En resumen, N = 0 es un punto inestable y N = 6 es un punto estable.

Sentido matematico

El modelo de crecimiento generalizado permite describir el crecimiento tumoral
introduciendo un pardmetro de potenciaa en la ecuacion de crecimiento. Esta
formulacion captura mejor la dindmica observada en ciertos sistemas bioldgicos donde la

tasa de crecimiento no es lineal con respecto a la poblaciéon de células tumorales.

Estudio de la grafica

Implementando dicha ecuacion en Sagemath para distintos valores de a, obtenemos estos

resultados:
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Crecimiento Generalizado de Tumor Solido con Diferentes Valores de a
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Figura 4.3: Ecuacion de crecimiento generalizado tomando como valor a = 0.3y a = 0.5

La implementacion del modelo de crecimiento generalizado proporciona una herramienta
mas flexible y adaptable para comprender el crecimiento de los tumores en comparacion
con modelos més simples, como la ecuacion logistica estandar. Permite una mayor
variabilidad en la forma de la curva de crecimiento, lo que puede reflejar una gama mas

amplia de comportamientos observados en tumores reales.

Las soluciones del modelo tienden hacia la capacidad de carga a medida que el tiempo
avanza, mostrando estabilidad en ese valor. Esto se representa por la linea horizontal
negra en y = 1. En contraste, las soluciones se alejan del eje y = 0, indicando

inestabilidad en ese punto.

Al ajustar el parametro a, podemos modelar como diferentes factores ambientales y
biologicos afectan el crecimiento tumoral y como los tumores pueden adaptarse a
diferentes condiciones. Un valor mas alto de a indica una respuesta mas restrictiva a las
limitaciones ambientales, lo que significa que el tumor alcanzaré su capacidad de carga
mas rapidamente, mientras que un valor mas bajo de « indica una respuesta menos

restrictiva y un crecimiento mas gradual.

Véase (Byrne, 2003 [5], Saravi & Saravi, 2020 [2]).
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4.4. El modelo de Gompertz

El modelo de Gompertz, el cual relacionamos previamente en el capitulo 3 con el modelo

de crecimiento generalizado, se define como:

dN

- a-N-n(Y
- N nG

El modelo de Gompertz es particularmente eficiente para describir el crecimiento de
tumores en estudios preclinicos y clinicos debido a su simplicidad y ajuste a datos

experimentales en etapas iniciales y medias del crecimiento tumoral.

Este modelo se basa en las ecuaciones diferenciales ordinarias explicadas en la seccion
2.1 del Capitulo 2 y en los métodos numéricos, particularmente el método de Runge-
Kutta, descritos en la seccion 2.5 del Capitulo 2. Este modelo se discutié en la seccion

3.5 del Capitulo 3.

Positividad:

Aplicando el Teorema de Picard-Lindelof, podemos afirmar que existe una tnica solucion
N(t) en un intervalo de tiempo definido, partiendo de las condiciones iniciales
establecidas. Dado que la condicidn inicial N, es positiva, la solucion N(t) debe ser
positiva para todo t en el intervalo de existencia de la solucion. Esto se debe a que la

poblacidn no puede tener un tamafio negativo.
Para comprender mejor el comportamiento de N (t) segun el signo de la féormula:

Caso. 0 < N < 6:

Cuando N es menor que 8, el cociente % estaentre 0y 1: 0 < % <1
El logaritmo natural de un niimero entre 0 y 1 es negativo: ln(%) <0

Por lo tanto, el producto —a N ln(%) es positivo porque a y N son positivos, y ln(%) es

negativo: Z—IZ = —a N ln(g) > 0. Esto implica que N(t) estd aumentando hacia 6.
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Caso: N = 0:

Cuando N es igual a 6, el cociente% es I: % =1

El logaritmo natural de 1 es 0: In(1) = 0. Por lo tanto, el producto —a N ln(%) es 0:

Z—IZ = —a N ln(%) = 0. Esto indica que N(t) no cambia cuando N = 6, es decir, N

se estabiliza en 0.

Caso: N > 0:

. N N
Cuando N es mayor que 8, el cociente 5 €S mayor que I: ik 1

El logaritmo natural de un nimero mayor que 1 es positivo: ln(g) > 0. Por lo tanto, el
producto —a N ln(%) es negativo porque a y N son positivos, y ln(%) es positivo:

2—1: = —a N ln(%) < 0. Esto implica que N (t) estd disminuyendo hacia 6.

En resumen, la solucion N(t) es Unica y positiva en el intervalo de existencia, y tiende
asintoticamente a 6 a medida que t tiende a infinito. Sin embargo, debido a la naturaleza

del logaritmo natural, la poblacion nunca alcanza exactamente 6.

Puntos criticos

Los puntos criticos se encuentran cuando la tasa de cambio es cero, es decir, cuando —a -

N
N -1ln (E) =0
CasoN = 0
Cuando N = 0, la ecuacion —a - N - In (%) = 0 se satisface trivialmente.

Este punto critico representa la ausencia total de células tumorales. Es un punto de
equilibrio estable, ya que cualquier pequefia perturbacion de las células tumorales desde
cero tendera a disminuir con el tiempo, llevando el sistema de nuevo a la ausencia de

células tumorales.
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CasoN = 0

N

9) = 0 también se satisface.

Cuando N = 0, laecuacion —a- N - ln(

Este punto critico representa el equilibrio en el cual el crecimiento y la muerte celular

estan balanceados, alcanzando un tamafo maximo del tumor.

Para determinar la estabilidad de este punto critico, necesitamos un analisis adicional,
como el analisis de estabilidad lineal o la evaluacidén de la concavidad de la funcion

alrededor de este punto.

Estabilidad
Para el modelo de Gompertz, evaluamos la estabilidad en los puntos criticos N =0 y
N =6. En N =0, la funcién In (%) no esta definida, pero al considerar el limite, la

: . e e o : o d
derivada tiende a infinito, indicando inestabilidad. En N = 6, tenemos d—IZ =0yla

derivada f'(8) = —a < 0, lo que muestra que N = 0 es estable. En resumen, N = 0 es

inestable y N = 6 es estable.

Véase (Sachs, Hlatky, & Hahnfeldt, 2001 [4]; Marusi¢, 1996 [7]).
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Representacion grafica:

Modelo De Gompertz: Evolucion Del Crecimiento Tumoral
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Figura 4.4: Interpretacion del Crecimiento Tumoral: Modelo de Gompert;. Tomemos
a=01n5 =005 Ny =01N =02y0=1.0.

La gréafica muestra la evolucion del nimero de células tumorales N a lo largo del tiempo
t segin el modelo de Gompertz, para diferentes valores iniciales N,. Este modelo se
utiliza para describir el crecimiento de tumores considerando la capacidad de carga 6 del
entorno, lo que proporciona una vision mas realista del crecimiento tumoral en

comparacion con modelos mas simples vistos anteriormente.

Las soluciones del modelo se aproximan a la capacidad de carga conforme pasa el tiempo,
demostrando estabilidad en ese nivel. Esto est4 representado por la linea horizontal negra
en y = 1. Por otro lado, las soluciones se distancian del eje y = 0, lo cual indica

inestabilidad en ese punto.
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4.5. Ley de crecimiento logistico con capacidad de carga

temporal

La ecuacion diferencial para el crecimiento logistico con capacidad de carga temporal es:

dN NF N
dt (9)
49 _ 0+ wN 0N§
- ac w Yy

Donde N representa el nimero de células tumorales, 6 es la capacidad de carga temporal
del ambiente, F (5) describe la tasa de crecimiento relativa, a es la tasa de degradacion

de la capacidad de carga, ¢ es la concentracion de recursos, w es la tasa de entrada de

recursos, y ¥ es la tasa de consumo de recursos por las células tumorales.

La solucién para este sistema de ecuaciones diferenciales es compleja y podria requerir

métodos numeéricos para resolverla de manera precisa.

La ley de crecimiento logistico con capacidad de carga temporal se basa en la idea de que
la capacidad de carga puede variar con el tiempo. Utiliza conceptos de estabilidad. Este

modelo se discutid en la seccion 3.6 del Capitulo 3.

Positividad de la solucion:

Sabemos que hay una solucion maxima en [0, Tpy,q,). Queremos probar que no existe t €

[0, Thax) talque N(t) < 006(t) < 0.

Partimos de las condiciones iniciales N, > 0 y 6, > 0. No puede ocurrir que

existat’ € [0, Tynay) tal que N(t') = 0y 6(t") # 0, pues, cuando N < 6, se tiene
dN

i 0; luego N comenzaria a crecer en el momento en que N quede por debajo de 6.

Asi, suponemos que N(t") > 0y 8(t") = 0. En esta situacion, quedaria que Z—f (th =

wN(t") > 0, haciendo 6 > 0 para tiempos posteriores. Tampoco podria ocurrir
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N(t") = 6(t") = 0 pues se tendrian dos soluciones en contra del teorema de Picard-

Lindelof. En definitiva, N y 8 se mantienen positivos paratodo t € [0, Tpax)-

Puntos criticos

Para encontrar los puntos criticos del sistema, necesitamos resolver las siguientes

ecuaciones:

aN _ o8 _ o
ac . Y ar

resolvamos estas ecuaciones una por una.
Para N:

La primera ecuacion del sistema es

dN B NF(N)
dt 0/

e dN N
Para encontrar los puntos criticos, establecemos i 0. Estonos da: NF (—

9) = 0.Dado

N . .
que Ny F (5) son siempre no negativos, para que el producto sea cero, al menos uno de

los factores debe ser cero. Entonces, los puntos criticos para N podrian ser N = 0 o
N

()= o

Para 0:

La segunda ecuacion del sistema es

deo 2
Wz—ac@ + woN — yO0N3=0.

Para encontrar los puntos criticos, resolvemos esta ecuacion para 6:

2
—acl + wN —yO8N3 =0,

Reorganizando, obtenemos:
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wN
Hzf.
yON3+ac

Resumiendo, tenemos un primer punto critico con (N, 8) = (0,0), y un segundo punto

critico con (N, 8) donde N y 6 satisfacen:

wN

N
yON3+ac

De este modo, para cualquier N que satisfaga F (%) = (, podemos encontrar el

correspondiente 6 usando la segunda ecuacion.

Estabilidad:

El punto (0,0) es inestable porque si N y 6 comienzan en cero, cualquier pequeia

perturbacion en N debido a factores de crecimiento hard que N aumente, ya que la tasa
. _dN . o :
de cambio ~; €S positiva para N > 0. Esto indica que el sistema no puede mantenerse en

el estado (0,0).

El punto (N, 8) donde F (%) = 0 es mas complejo. Para ver si este punto es estable,

necesitamos calcular la matriz jacobiana, que nos dice como cambian N y 6 con respecto
a pequefias perturbaciones. Basicamente, verificamos si pequefios cambios alrededor de
este punto crecen o disminuyen con el tiempo. Si las perturbaciones disminuyen, el punto

es estable; si crecen, el punto es inestable.

Sentido matematico:

Este modelo describe un crecimiento tumoral que tiene en cuenta la capacidad de carga
temporal del ambiente, asi como la competencia por recursos entre las células tumorales
y el ambiente circundante. La dinamica de este sistema es mas compleja que la del modelo
logistico clasico, ya que considera la variacion en el tiempo de la capacidad de cargay la

disponibilidad de recursos.

Véase (Marusi¢, 1996 [2]; Byrne, 2003 [4]).
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4.6. Comparativa grafica de los modelos estudiados.

Comparacion de modelos de crecimiento tumoral
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Figura 4.5.1: Parametros usados, k =0.1,0 = 0.2 N, =0.1, a =0.5,0a = 2.0.

e La curva azul representa el modelo exponencial, que asume un crecimiento
proporcional al tamafio actual del tumor.

e La curva verde representa el modelo logistico, que tiene en cuenta una capacidad
de carga méaxima para el crecimiento del tumor.

e Las curvas roja y naranja representan el modelo generalizado con diferentes
valores de a (0.5 y 2.0 respectivamente), que permite una mayor flexibilidad en

la forma de la curva de crecimiento.

Comparacién de modelos de crecimiento tumoral
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Figura 4.5.2: Parametros usados, k =0.1,0 = 0.2 Ny =0.1, « =0.5,0x = 2.0.
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En esta grafica tenemos una vision mas amplia para apreciar como se estabilizan los

modelos cuando alcanzan su capacidad de carga.

Para la comparativa grafica de los modelos, se utilizan los modelos discutidos en las

secciones 3.2 a 3.6 del Capitulo 3.

4.7. Radiobiologia: Modelo Lineal-Cuadratico

Las ecuaciones del siguiente modelo son las siguientes:

dUu(t) U
= 6R — = — yU?
dt T 14
dN(t
di ) _ —(aR + kU?)N

donde la primera ecuacion describe como cambia el nimero promedio de roturas de doble
cadena de ADN (DSBs) por célula con el tiempo, y la segunda ecuacion describe como

cambia el niimero promedio de células en una poblacion con el tiempo.

Véase el capitulo 2, seccion 2.2.1 sobre estabilidad de sistemas dindmicos no lineales.

Capitulo 3, seccion 3.7 sobre el modelo lineal-cuadratico y su aplicacion en radioterapia.

Positividad:

Como en el modelo logistico con capacidad de carga, podemos encontrar una solucion
maxima en [0, T,,,,). Entonces, para la positividad, debemos probar que no hayt €
[0, Thnax) talque N(t) < 00 R(t) < 0.

Si Ny > 0yR, > 0, supongamos que tenemos t' € [0, Tpqy) tal que N(t') =
0y R(t) > 0.De % N(t") = 0, se deduce que N(t) = Oparatodot € [t', Trnax)-
A continuacion, podria existir t'" € (t, Tqr) tal que U(t'") = 0. En tal caso,
% U(t') = R > 0, obligando a R a crecer. Por otro lado, sit’ € [0, Tpay) tal que

N(t) > 0yR(t") = 0,tenemos= N(t') = —aRN(t) < 0y= U(t") = 8R > 0.
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Esto obliga a N a decrecer y a R a crecer. De aqui, se podria dar la situacion anterior, es
decir, encontrar t"" € (t', Tjpax) tal que N(t") = 0, concluyendo del mismo modo.
Finalmente, no se podria dar el caso que N(t") = R(t") = 0 por la unicidad del teorema

de Picard-Lindelof.

Puntos de equilibrio:

Para encontrar los puntos criticos, establecemos las derivadas temporales igual a cero:

av 0 - S8R v U?=0
— —) —_——— =
dt T 14

y
dN
—=0->=—(aR+kU*)N=0
dt

Caso N =0

En este caso, la ecuacion para U se simplifica a:
U
6R — = yU? =0.

Esta es una ecuacion cuadratica en U, que podemos resolver para encontrar las soluciones

estacionarias de U:
U
—5R+?+]/U2 =0.

Resolviendo la ecuacion cuadratica, obtenemos:
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1oy
Uy - T (22/ + 4y6R

El discriminante es:
2

1
A:G)+MM.

e Si A< 0, no hay soluciones reales para U.

e Si A= 0, hay una solucién unica:

1
2yT

e SiA> 0, hay dos soluciones reales y distintas:

—%+ﬂ
U, =———
2y
SN
U =—=t :
_ 2y
Caso N # 0.
En este caso debemos analizar la ecuacion:
aR + kU? = 0.

Dado que N # 0, esto implica que aR + kU? debe ser igual a cero para que la derivada

de N sea cero. Esto lleva a:
kU? = —aR.

Esta ecuacion sugiere que, para valores de R positivos, no hay soluciones reales para U,
lo que significa que, en un contexto bioldgico, este caso no tiene sentido. Sin embargo,

en un contexto donde R podria ser negativo, U podria tomar valores reales.

Representamos las soluciones estacionarias U, (azul) y U_ (verde) cuando varia R:
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Representacion de U, y U_ enfuncon de R

—_ U,

05

0.0

U. yu

05

0.00 025 050 075 100 125 150 175 200
R
Figura 4.7.1: Soluciones estacionarias de U, y U_ en funcion de R
Para 0 < R < R.i¢: Solo obtenemos una tnica solucion estacionaria U, .

Para R > R,;;: Existen dos soluciones estacionarias, U, (azul), y U_ (verde).

El valor critico R+ es el punto en el cual el discriminante de la ecuacion cuadratica se

convierte en cero:

] crit O > E ., = (l)
(I) ”

Sea la matriz Jacobiana J del sistema en los puntos de equilibrio, se calcula a partir de las

derivadas parciales de las funciones con respecto U y N:

of or
_ | ou onN
J= ag adg |’

oU ON

Donde f(U,N) = R —=—yU? y g(U,N) = —(aR + kU?)N.

Calculamos las derivadas parciales:

of 1
= —Z—2yU.
ou T 14

of
o5 =0
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ag
—Z = _2KkUN.
U u

ag 5
ﬁ = —(CZR + kU )

La matriz Jacobiana es:

! 2vU 0
J= —_—— :
—2kUN  —(aR + kU?)

Para determinar la estabilidad, analizamos los autovalores de la matriz Jacobiana. Los

autovalores A se encuentran resolviendo el determinante det(J — AI) = 0:

Esto nos da la siguiente ecuacion caracteristica:
1 1
A% — == 2yU — (aR + kU?) |1 + (;+ ZVU) (aR + kU?) | = 0.
Para asegurar la estabilidad:

1
a=—;—2yU—(aR+kU2)<0

1
b= (;+ ZVU) (aR + kU?) > 0.

En conclusion, tenemos que si
a<0<b,
El sistema radiobioldgico serd estable.

De igual modo podemos deducir el caso complejo p + wi.

Caso particular:

Vamos a considerar los siguientes valores especificos para las condiciones del modelo:

6=05R=2,1t=3;y=0.1;, a =0.05;k = 0.02.
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Primero observamos la evolucion de U(t), dada la ecuacion:

dUu(t) U 5
T
sustituyendo:
dUu(t) U
=05-2———-0.1-U?
dt 3
simplificando:
du(t) U
=1———-0.1-U?
dt 3

A continuacidn, estudiamos la evolucion de N (t), dada la ecuacion:

dN(t)
= —(aR + kU?)N,
Tt (aR + )
sustituyendo:
dN(t
® = —(0.05-2 + 0.02- U?)N,
dt
simplificando
dN(t
di ) _ —(1+ 0.02-U?)N.

Consideremos los valores iniciales U(0) = 0.5y N(0) = 100.

dUu(0) 0.5
=1———0.1-(0.5)2
dt 3 0.1-(05)%,
donde
du(o
L = 0.8083.
Ahora calculamos an(e) ent =0:
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dN(0)
dt

= —(0.1 + 0.02 - (0.05)?) - 100,

donde

Obtenemos de esta forma que U(t) esta incrementandose a una tasa de 0.8083 en

t =0, y que N(t) estd decreciendo a una tasa de 10.5ent = 0.

Evolucién de U(t) Evolucién de N(t)
— U(t) 100 — N(©)

1.8

1.6 80

1.4
60

1.2

u(t)
N(t)

40
1.0

0.8 20

0.6

0 10 20 30 10 50 0 10 20 30 a0 50
Tiempo Tiempo

Figura 4.7.2: Evolucion de U(t) y N(t) en funcion del tiempo

Como podemos observar, debido al impacto de la radiacion, el incremento inicial de U (t)
y su posterior estabilizacion muestran coémo la radiacion inicialmente afecta al sistema,

pero luego encuentra un equilibrio.

Respecto al dafio celular, el decrecimiento de N(t) refleja el dafio celular debido a la
radiacion. Inicialmente, el dafio es mas severo, pero a medida que U(t) se estabiliza, la

tasa de dafio (decrecimiento de N (t)) se reduce.

Por tanto, vemos coOmo alcanzan un equilibrio dindmico. Las graficas juntas explican que,
después de un tiempo, el sistema alcanza un equilibrio dindmico donde la radiacion y sus
efectos se balancean, resultando en una estabilizaciéon de U(t) y un decrecimiento

continuo, pero mas lento de N(t).
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4.8. Quimiotaxis para el tratamiento de tumores

Las ecuaciones diferenciales que describen el modelo son:

dN—k N (1 N) AN = f(N, A) 48.1.1
i g) ~HAN =f(N,4),  (48.1.1)
dA

Ir = 0o AA — yAN = g(N, A), (4.8.1.2)

donde
N({t=0)=N, y A(t=0)=A4,

Véase el capitulo 2, seccion 2.1.3 sobre ecuaciones diferenciales lineales. Capitulo 2,
seccion 2.2 sobre sistemas de ecuaciones diferenciales. Capitulo 2, seccion 2.4 y 2.5 sobre
el método de Euler y Runge-Kutta. Capitulo 3, seccion 3.7.2 sobre el tratamiento de

tumores solidos.

Positividad:

Sabemos que hay una solucion maxima en [0, Tpy,q,). Queremos probar que no existe t €

[0, Thnax) talque N(t) < 00 A(t) < 0.

Partimos de las condiciones iniciales N, > 0y A, > 0. Supongamos que existe t' €
[0, Tax) talque N(t") = 0y A(t") > 0.De % N(t') = 0,sededuceque N(t) = 0
para todot € [t', Typax). A continuacion, podria existir t'' € (t', Tuay) tal que
A(t') = 0. En tal caso, % A(t'"") = a, obligando a A a crecer. Por otro lado, si t' €

) ' d oo ' N(t')

[0, Thnax) tal que N(t') > 0 y A(t) = 0, tenemos — N(t) = kN(t)(1 _T)
cuyo signo depende de 6. Particularmente, % N(t') > 0si N(t") < 8; luego, crece, y

% N(t") < 0si N(t") > 0; luego, decrece. En cualquier caso, N(t) > 0 se mantiene

lejos de 0. Finalmente, no se podria dar el caso que N(t") = A(t") = 0 por la unicidad

del teorema de Picard-Lindelof.
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Puntos criticos:

Analisis de las soluciones de equilibrio:

N _ o kN(l N “A) 0
—_— = - —_——— =
0 &

dt

y
d—A=0—>aoo—/1A—yAN=0.
dt

Caso 1:

Para esta solucion estacionaria nos encontramos que el tumor desaparece (N = 0).

Caso 2:
N? +§(1—§)N+%(%—1) =0 y A4 =£(1—%).
Discriminante:
A? YON> A8 sacu
2=5(0-7) 45 G-
e Para

A< 0 > Ak 1+ A (1 )/9>2 max
N — —(1-—=) = .
oo U [ 40y y Geo

Si la dosis de medicamento suministrada es superior a aip®*, la unica posible solucion
es N = 0 (Caso 1). Es decir, no hay células cancerigenas, pero tampoco habra células

sanas.

e Para

S 6
Luego, tendremos solucién si 1 — )/7 <0.
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e Para
A> 0,

Encontramos dos soluciones:

A1)+ -t edl(amo)

2
y
A y6 A? Y6, A0 ragu
-7(1-7) _\/y_z(l -t -a 2 (5 -1)
N_= >
A y60 A? yO\? A8 (anu
-7(1-7) _\/y_z( -7) -5 G-
> 0.
2
Elevando al cuadrad, llegamos a:
Ak
Ao = —.
U
Resumiendo, para
A> 0,

Encontramos finalmente que:

.0
Si )/7 > 1, obtenemos que:

Ak . ..
e Para m < A, < axp®, tenemos dos soluciones positivas Ny

Ak . o
e Para0<a, < I’ tenemos una solucion positiva: N,

. y6
Si VT < 1, obtenemos que:

Ak ., o
e Para0 <a, < ’ tenemos una solucion positiva: N,
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Ak . ..
e Para m < Ay < alR®*, tenemos que no hay soluciones positivas.

Para realizar una representacion grafica del estudio anterior, elegimos 0 = A =pu =k =
T 6 .
1yy = 0.5, lo que implica que 0,5 = )/7 < 1, variamos @, y representamos el valor

N,

Representacion de N, en funcion de a.

10 — N-

08

06

04

02

0.0

Figura 4.8.1: grdfica de evolucion de N , en funcion de a,

Asi, para a.,, obtenemos una solucion estacionaria N, = 1y, para a,, = 1, obtenemos

N, = 0. Pero cuando a,, > 1, no tenemos tumor.

. 6
Igualmente, si tomamos y = 2, tenemos ahora que 2 = YT > 1, y representamos el valor

de N, (azul) y N_ (rojo) cuando varia ..

Representacionde N, y N_ en funcion de a.

10 — N.
— N-
08

06

0.4

yN

02

0.0

Figura 4.8.2: Representacion de N,y N_ en funcion de a,

Asi, para 0 < a,, < 1, solo obtenemos una unica solucion estacionaria N, y, para
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1<ae, <alR* = 1,125, obtenemos dos soluciones estacionarias N, y N_. Pero

cuando a., > 1,125, no tenemos tumor.

Estabilidad:

Sea la matriz jacobiana

af of
_ | oN 04
J=\ag ag
ON O0A

Los autovalores de J son: det(4 — AI) = 0, que resulta:

of 0 of 0g of 0
/12—(6—1]:,+a—i) ¢ 2109 9199 _

ONOA 0AON
Si suponemos que p; < p, < 0 son autovalores de J, entonces (A — p;)(A — p,) = 0;
En particular,

22— (pr+p) A+ p1p; =0. Conpyp, <0

Por tanto,

of dg
a—ﬁ ﬂ—p1+p2<0,

_ofdg ofdg
b_ﬁﬂ_aﬁ_plp2>o.

Como conclusion, se tiene que el sistema es estable si
a<0<b
El caso complejo p + wi, se deduce de igual modo.

Caso particular

Sea y = 2. Entonces:

Caso 1: N, = 0y A,, = a-. Veamos su estabilidad. Para ello, nos fijamos en si
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1—aw=k—%<o y —1=-1<0

Por tanto, sera estable si a,, > 1 e inestable si a,, < 1. No cambia con respecto al caso
-1

Y=z

Caso 2: Tenemos: N2 — %Noo + % (@ —1) =0y Ay, = 1 — N En particular,

_1+,9-8a,

N, )
4

donde A= 9 — 8a.

SiA< 0 - a, > g = am%* Solo tenemos el caso 1.
Si A= 0, obtenemos N, = %y Ay, = %, yaque 2 = % > 1.
SiA> 0ycomo 2 = % > 1, obtenemos:

Ak 9 ) ..
e Paral = m < Uy < AR = p tenemos dos soluciones positivas:

NG =20y AT =1-N

Ak ., iy
e Para0 <a, < o= 1, tenemos una solucion positiva:

N+ _ 1+,/9-8a A= =1 — N+ _ 3—,/9-8ac

)

4 y 4
Para representar la estabilidad de estas soluciones:

Ak 9 : ..
e Paral= m <Ay < aR* = & tenemos dos soluciones positivas: N, para las

cuales se tiene que a* = —(4N& + AL) < 0. En cambio, b* = —N& +

4(N%)?.Si lo representamos graficamente, vemos:
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b* enfuncién de a. b~ enfuncién de a.

30 — b 000
25 -0.01
20 -0.02
-0.03
Q15 S
-0.04
10
=0.05
05
-0.06
00 m——
0.0 0.2 04 0.6 08 10 100 102 104 106 108 110 112

Figura 4.8.3: b* = =N} + 4(N3)? > 0 en (0,2) Figura 4.8.4: b~ = =Nz, + 4(N)? < 0 en (1,)

Luego, tenemos que NS es estable y N es inestable.

graficamente:
Gréfica de N. Grafica de A.
10
14
08
12
06
: 10
0.4
— N o8
= 02 Nz <
06
0.0
04
-02
02
-0.4
o bbrrir—
00 02 04 0.6 0.8 10 0.0 02 04 06 0.8 10
a= &
Figura 4.8.5: N} (azul) atractivay N, (naranja) repulsiva Figura 4.8.6: AL (azul) atractiva y A%, (naranja) repulsiva

En definitiva, para poder comprender mejor la situacion que estamos exponiendo,

consideramos la evolucion temporal de varios datos iniciales y ver qué relacion tienen

. . . . 1
con las soluciones estacionarias para el caso particular a,, = >
1
Recordamosque 8 =A=u=k=1yy = > Luego, tenemos:

Caso1: (N, As) = (O, %) que es inestable.
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. + -\ — [ ="V2
Caso 2: (N3, Az) = (=

N(t)

14

10

08

06

04

02

0o

-1+V5 3-5
b2

Evolucion temporal de N(t)

) que es estable.

Evolucion temporal de A(t)

—_— Nt)
- Na
L M

Alt)

0550

0525

0.500

0475

0.450

0425

0.400

= Alf)

—_ A

0375

T T T T T T

00 25 50 75 100 125 150 175 200
Tiempo t

Figura 4.8.7: Evolucion temporal de N(t)

0.0 25 5.0 15 100 125 150 175 200
Tiempo t

Figura 4.8.8: Evolucion temporal de A(t)
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5. Cbodigo e implementaciones

Referencia a definiciones: Homeostasis, Apoptosis, metdastasis,

técnica de screening o cribado, anamnesis, biopsia.

Definicion 1.1. Homeostasis: Es el proceso mediante el cual el cuerpo mantiene un
equilibrio interno constante, regulando variables como la temperatura, el pH y la

concentracion de nutrientes y gases.

Definicion 1.2. Apoptosis: Es un tipo de muerte celular programada, en la cual las
células mueren de forma ordenada y controlada, sin causar daiio al tejido

circundante.

Definicion 1.3. Metdstasis: Es el proceso mediante el cual las células cancerosas se
diseminan desde el sitio primario del tumor a otras partes del cuerpo, donde pueden

formar nuevos tumores.

Definicion 1.4. Técnica de screening o cribado: El "screening” o el "cribado"” son
procesos similares utilizados para detectar enfermedades en una etapa temprana en
una poblacion asintomatica. Ambos implican la aplicacion de pruebas de deteccion
en individuos que no presentan sintomas evidentes de la enfermedad, con el objetivo
de identificarla en sus etapas iniciales o preclinicas y permitir intervenciones

tempranas para reducir la morbilidad y mortalidad asociada a la enfermedad.

Definicion 1.5. Anamnesis: Proceso mediante el cual un profesional de la salud
recoge informacion detallada sobre la historia clinica, sintomas y antecedentes
médicos de un paciente, asi como su historia personal y familiar, para orientar el

diagnostico y tratamiento.

Definicion 1.6. Biopsia: Procedimiento médico en el que se extrae una muestra de
tejido o células de una parte del cuerpo para su andlisis bajo un microscopio, con el
fin de diagnosticar enfermedades, evaluar la gravedad de una condicion o guiar el

tratamiento.
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Referencia codigo 1: Codigo general método de Euler.

# Definir los valores iniciales
t0 =0 # Tiempo inicial
y0 =0 # Valor inicial de y
# Definir la funcion para la ecuacion diferencial
def f(t, y):
# Aqui definimos tu ecuacion diferencial
return # Insertamos la funcién aqui
# Definir los valores necesarios para el método de Euler
t fin=10 # Tiempo final
h=0.1 # Tamano del paso
# Inicializar las listas para almacenar los valores de tn y yn
tn_values = [t0]
yn_values = [y0]
# Implementar el método de Euler
t actual =t0
y_actual =y0
while t_actual <t fin:
y_siguiente =y actual +h * f(t_actual, y actual)
t actual +=h
tn_values.append(t_actual)
yn_values.append(y_siguiente)

y_actual =y siguiente
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# Convertir las listas a matrices

tn_matrix = np.array(tn_values)

yn_matrix = np.array(yn_values)

# Graficar los resultados

plt.plot(tn_matrix, yn matrix, label='Solucién numérica')
plt.xlabel('Tiempo')

plt.ylabel("Variable y")

plt.title('Método de Euler para Ecuaciones Diferenciales')
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Referencia codigo 2: Implementacion método Runge-kutta de
orden 4 de forma general.

# Importar librerias necesarias

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definir los valores iniciales

t0 =0 # Tiempo inicial

y0 =0 # Valor inicial de y

# Definir la funcion para la ecuacion diferencial

def f(t, y):
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# Aqui definimos la ecuacion diferencial
return # Insertamos la funcion aqui
# Definir los valores necesarios para el método de Runge-Kutta de cuarto orden
t fin=10 # Tiempo final
h=0.1 # Tamano del paso
# Inicializar las listas para almacenar los valores de tn y yn
tn_values = [t0]
yn_values = [y0]
# Implementar el método de Runge-Kutta de cuarto orden
t actual =t0
y_actual =y0
while t_actual <t fin:
k1 =h * f(t actual, y actual)
k2 =h * f(t actual + h/2, y actual +k1/2)
k3 =h * f(t actual + h/2, y actual +k2/2)
k4 =h * f(t actual +h, y actual +k3)
y_siguiente =y actual + (k1 +2*k2 + 2*k3 +k4)/ 6
t actual +=h
tn_values.append(t_actual)
yn_values.append(y_siguiente)
y_actual =y siguiente
# Convertir las listas a matrices

tn_matrix = np.array(tn_values)
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yn_matrix = np.array(yn_values)

# Graficar los resultados

plt.plot(tn_matrix, yn matrix, label='Solucién numérica')

plt.xlabel('Tiempo')

plt.ylabel('Variable y")

plt.title('M¢étodo de Runge-Kutta de Cuarto Orden para Ecuaciones Diferenciales')
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()
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